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Аннотация. В работе рассмотрена задача упаковки прямоугольников в полосы единичной ширины 
Multiple Strip Packing. Рассмотрен аналог ранее предложенного алгоритма, алгоритм упаковки в области 
ограниченной высоты Limited Hash Packing и произведён его вероятностный анализ. Алгоритм 
онлайновый и работает в режиме closed-end, когда число прямоугольников, которые нужно упаковать 
известно алгоритму до начала работы. Лучшая из ранее известных оценок для математического 
ожидания площади полос, не заполненной прямоугольниками для задачи Multiple Strip Packing при 
числе полос ݇ ൑ √ܰ, составляющая ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ ܱ൫√ܰ lnܰ൯ была улучшена до ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ ܱ൫√ܰ lnܰ൯. 
Также был произведён анализ алгоритма в случае ݇ ൌ ω൫√ܰ൯. Было доказано, что при любых ݇, ܰ 

выполнено ܧ൫ܵ௦௣൯ ൒
௞
଼
െ √ே

ସ
.  
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1. Введение 
Задача упаковки прямоугольников в полосу Strip Packing Problem и её обобщение – задача 
упаковки прямоугольников в несколько полос одинаковой ширины Multiple Strip Packing 
Problem(MSP) активно изучаются в последнее время благодаря их многочисленным 
практическим применениям.  
При решении задачи построения расписания выполнения параллельных вычислительных 
задач на кластере или группе кластеров, согласно [1], можно представить каждую из задач в 
виде прямоугольника, высоте которого соответствует время выполнения задачи на кластере, 
а ширине соответствует число процессоров, необходимое для решения задачи на кластере. 
Таким образом, при наличии одного кластера задача построения расписания выполнения 
задач сводится к задаче Strip Packing, при наличии нескольких кластеров [2] задача 
построения расписаний для параллельных заданий сводится либо к задаче Multiple Strip 
Packing, либо к её обобщениям[3]. 

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 17-07-01006 
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Также интерес к задаче Strip Packing подкреплён практическими применениями задачи и её 
частных случаев в таких перспективных областях, как задачи раскроя и перевозки 
материалов, грид-технологии[4], [5], облачные вычисления [6] и распределение памяти [7]. 

2. Постановка задачи Multiple Strip Packing и известные результаты 
Задача Strip Packing является геометрическим обобщением классической задачи Bin Packing 
или задачи упаковки в контейнеры. Задача Bin Packing - одна из первых известных NP-
полных в сильном смыле задач [8]. Для неё было составлено множество приближённых 
алгоритмов для анализа в худшем случае [9], [10] и в среднем [11], [12]. 
При анализе задачи в среднем сначала рассматривались шельфовые алгоритмы, разбивающие 
полосу на слои(шельфы) и распределяющие по шельфам прямоугольники в зависимости от 
их высоты и внутри шельфа пакующие прямоугольники некой эвристикой для задачи Bin 
Packing. Однако в [13] Коффманом и Шором было показано, что для любого шельфового 
алгоритма математическое ожидание не заполненной прямоугольниками площади полосы 
	൫ܵ௦௣ܧ ൯ ൌ ߗ ቀܰ

మ
యቁ. 

В работе [13] был предложен closed-end алгоритм с точностью ܱ ቀܰ
మ
యቁ, а 2011 году в [14] 

Кузюриным и Поспеловым был предложен open-end алгоритм с точностью ߠ ቀܰ
మ
యቁ. В работе 

[15] Трушниковым был предложен новый closed-end алгоритм, точность которого была 
исследована в работе [16], где было показано, что ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ ܱሺܰ

భ
మ log

య
మ ܰሻ. В [17] оценка была 

улучшена до ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ ܱ ቀܰ
భ
మ ln	 ܰቁ и обобщен3 

а на случай задачи Multiple Strip Packing с числом полос ݇ ൑ √ܰ. В настоящей работе 
показано, что  

൫ܵ௦௣൯ܧ																									 ൌ ܱ൫√ܰ lnܰ൯	при	числе	полос	݇ ൑ √ܰ																								ሺ1ሻ 
Значительное уменьшение величины ܧሺܵ௦௣ሻ в алгоритме из [15] по сравнению с ранее 
известными алгоритмами обусловлено ограничением общей высоты разбиения на области и 
усовершенствованным способом упаковки прямоугольники в области. 

Постановка задачи Multiple Strip Packing: 
В набор из k полубесконечных прямоугольных полос ܥଵ, . . , С௞ единичной ширины требуется 
упаковать без пересечений и без вращений открытые прямоугольники ܽଵ, . . . , ܽே со 
сторонами, параллельными основаниям или сторонам полос, длины сторон прямоугольников 
не превосходят 1. Требуется минимизировать высоту упаковки ܪ, или наибольшую высоту 
верхней стороны замыканий одного из прямоугольников. 
Будем рассматривать онлайновые алгоритмы упаковки, не знающие длин сторон 
прямоугольников ܽ௜ାଵ, . . . , ܽே при размещении ݅-го прямоугольника ܽ௜. 
Алгоритм работает в режиме closed-end, т.е. ему известно число ܰ  прямоугольников, которые 
нужно упаковать до начала работы. 
Производим вероятностный анализ алгоритма, т.е. считаем, что длины сторон 
прямоугольников – независимые случайные величины, имеющие равномерное 
распределение на отрезке ሾ0, 1ሿ. Ошибку алгоритма оцениваем через математическое 
ожидание ܧሺܵ௦௣ሻ, где ܵ௦௣ – площадь незаполненной прямоугольниками части полос от 
нижнего основания полос до наибольшей высоты верхней стороны ܪ. Верно, что 

൫ܵ௦௣൯ܧ ൌ ሻܪሺܧ݇ െ ሺܵ௥ሻܧ ൌ ሻܪሺܧ݇ െ
ܰ
4  

где ܵ௥- суммарная площадь всех прямоугольников, а ݇- число полос. 
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При наличии всего одной полосы ݇ ൌ 1 задача Multiple Strip Packing вырождается в задачу 
Strip Packing. 

3. Алгоритм упаковки в области ограниченной высоты (Limited Hash 
Packing) 

1. Разбиение на области. Выберем ࢙	 ൌ 	 ቔ√ࡺ
࢑
ቕ. Верно, что  

ݏ ∈ ቐቈ
√ܰ
݇ , 2

√ܰ
݇ ቉ , ݇ ൑ √ܰ

1, ݇ ൐ √ܰ																			
 

Разобьём нижнюю часть всех полос высотой ே
ସ௞

 на 2݇ݏ	 െ 	1 области с высотами, равными ே
ସ௦௞

, 
и значениями ширины областей, равными ∀݆	 ൌ 	1, 	݇ݏ2 െ 	1തതതതതതതതതതതതതത, как показано на рис. 1. 

 
Рис. 1. Разбиение нижней части полос на прямоуголные области 

Fig. 1. Breaking the bottom of the strips into rectangular areas 

Пронумеруем области: область имеет номер ݅ሺ݅	 ൌ 	 1, 	݇ݏ2 െ 	1തതതതതതതതതതതതതതሻ, если её ширина равна ௜
ଶ௦௞ିଵ

. 
Так, самая тонкая область имеет номер один, а самая толстая, единичной ширины, имеет 
номер 2݇ݏ	 െ 	1.  
2. Упаковка прямоугольников. Скажем, что прямоугольник ܴ  имеет тип ݆ , ݆	 ൌ 	1, 	݇ݏ2 െ 	1തതതതതതതതതതതതതത, 
если его ширина ݓሺܴሻ 	∈ 	 ቀ ௜ିଵ

ଶ௦௞ିଵ
, ௜
ଶ௦௞ିଵ

ቃ. Минимальная область, в которую прямоугольник 
типа ݅ вмещается, есть область с номером	݅.  
Алгоритм упаковки в области ограниченной высоты (Limited Hash Packing):  
1) Если выпал прямоугольник ܴ типа ݅, и он помещается в область с номером ݅, то 

размещаем ܴ в эту область на верх текущей упаковки в данной области.  
2) Если прямоугольник ܴ типа ݅ не помещается в область с номером ݅, то размещаем его на 

верх текущей упаковки в область с минимальным номером, куда его можно поместить, 
если это возможно.  
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3) Иначе, если ܴ не помещается ни в одну область (такие прямоугольники назовём 
выпавшими), то помещаем его на верх текущей упаковки в полосу (т.е. нижняя сторона 
ܴ помещается не ниже части полос, разбитой на области, и лежит на самой нижней (по 
всем полосам) верхней стороне самого высокого прямоугольника в полосе, помещённого, 
также как и ܴ, выше всех областей, если такой прямоугольник есть, и на верх самой 
высокой области в одной из полос, если ту полосу ещё не упаковано выпавших 
прямоугольников), заполненную не выше всех других полос. Для прямоугольника в 
полосе выбираем такое положение, чтобы его левая сторона касалась левого края полосы.  

4. Верхняя оценка математического ожидания площади 
незаполненной части полос ࡱ൫࢖࢙ࡿ൯ 
Следующая Лемма была доказана в случае ߙ ൑ 1 в работе [16].  
Лемма 1. Пусть случайная величина ܺ	 ൌ 	 ଵܺ 	൅	ܺଶ 	൅ ⋯൅	ܺ௞, где ௜ܺ 	 ൌ 	  ௜ принимаетߦ ,௜ߟ௜ߦ
значение 1 с вероятностью ݌ и 0 с вероятностью 1	 െ  ௜ — равномерно распределеннаяߟ -,݌	
на отрезке ሺ0, 1ሿ случайная величина, причем все случайные величины ߦ௜, ,௜ߟ ݅	 ൌ 	1, … , ݇തതതതതതതതത 
независимы в совокупности. Тогда для любого ߙ из интервала ሺ0, 1ሿ выполняется 
неравенство: 

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ ݁ି
ହ
ଽఈ

మா௑ 
При ߙ	 ൐ 	1 верно, что  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ ݁ି
ଵ
ଷఈா௑ 

Доказательство.  
Докажем утверждение в случае ߙ ൐ 1. В работе [16] было показано, что для любых ߙ, ݐ ൒ 0  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ exp ൝൭2
݁௧ െ 1
ݐ െ 2 െ ሺ1ݐ ൅ ሻ൱ߙ

݇݌
2 ൡ 

В данную формулу подставим ݐ	 ൌ 	1, учитывая, что ߙ ൐ 1, Получим:  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ exp ൜
݇݌
2
ሺ2݁ െ 5 െ ሻൠߙ ൑ exp ൜

݇݌
2 ቀെ

ߙ
3ቁൠ ൌ ݁ି

ଵ
ଷఈா௑	∎ 

Теорема 1 (Оценки ࢖࢙ࡱ для алгоритма Limited Hash Packing) Для алгоритма Limited Hash 
Packing при упаковке ܰ прямоугольников в ݇ полос, 

൫ܵ௦௣൯ܧ ൑ 3݇ ൅ 6√ܰ lnܰ ൌ 	ܱሺmax൛݇, √ܰ lnܰൟሻ	 
Обозначения.  
  .высота упаковки прямоугольников в полосы -ܪ
݄௠௔௫ ൌ 	ܪ െ ே

ସ௞
 – максимальная суммарная высота выпавших(т.е. упакованных не в области, 

а выше областей) прямоугольников, упакованных в одну полосу.  
݄௠௜௡ – минимальная суммарная высота выпавших прямоугольников, упакованных в одну 
полосу.  
݄ – суммарная высота всех выпавших прямоугольников.  
݈௜ – суммарная высота прямоугольников типов 2݇ݏ	 െ 	1,… , 	݇ݏ2 െ 	݅.  
Прямоугольник ܴ имеет тип ݆, ݆	 ൌ 	1, 	݇ݏ2 െ 	1തതതതതതതതതതതതതത, если его ширина ݓሺܴሻ 	∈ 	 ቀ ௜ିଵ

ଶ௦௞ିଵ
, ௜
ଶ௦௞ିଵ

ቃ.  

Область имеет номер ݅ሺ݅ ൌ 1, 	݇ݏ2 െ 	1തതതതതതതതതതതതതതሻ, если её ширина равна ௜
ଶ௦௞ିଵ

.  
Область с номером ݆- не переполнялась, если и только если любой прямоугольник типа ݇	 ∈
ሼ1, 2, … , ݆ሽ был упакован в область с номером ݉	 ∈ ሼ݇, ݇	 ൅ 	1, … , ݆ሽ.  
Доказательство. Так как суммарная площадь областей равна ே

ସ
, то по формуле 1 для 

доказательства достаточно показать, что  
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ሻܪሺܧ݇																															 െ
ܰ
4 ൌ ሺ݄௠௔௫ሻ݇ܧ ൑ 3݇ ൅ 6√ܰ lnܰ																																ሺ2ሻ 

Так как по построению ݄௠௜௡ 	൅ 	1	 ൒ 	݄௠௔௫, а ݄	 ൒ 	݄݇௠௜௡, то  

																																																													݄௠௔௫ ൑
݄
݇ ൅ 1																																																										ሺ3ሻ 

Оказывается, что верна оценка  

																																																	݄ ൑ max
௜
൜݈௜ െ

݅ܰ
݇ݏ4 ൅ ݅ൠ																																																			ሺ4ሻ 

Действительно, скажем, что область с номером ݆- не переполнялась, если и только если 
любой прямоугольник типа ݌	 ∈ ሼ1, 2, … , ݆ሽ был упакован в область с номером ݉	 ∈ ሼ݌, 	݌ ൅
	1, … , ݆ሽ. Если в область упаковали прямоугольники суммарной высотой не более, чем ே

ସ௦௞
െ

1, что ровно на единицу меньше, чем высота области, то область не переполнена(хотя 
обратное – не верно).  
Рассмотрим	݆଴ 	ൌ 	наибольшее	݆:	область	с	номером	݆ െ 	не	переполнялась. Если такой 
области нет, то полагаем ݆	 ൌ 	0. Тогда, во-первых, ни в областях с номерами ݇	 ∈ ሼ݆଴ 	൅
	1, ݆଴ 	൅ 	2,… , 	݇ݏ2 െ 	1ሽ, ни среди выпавших прямоугольников нет прямоугольников типа ݆ ′ ൑
	݆଴. И, во-вторых, любая из областей с номером ݆′′	 ൐ 	 ݆଴ заполнена не менее, чем на ே

ସ௦௞
െ 1, 

иначе, ݆′′	 ൌ 	 ݆଴. Таким образом, верно, что ݄	 ൑ 	 ݈ଶ௞௦ି௝బିଵ 	െ ቀ2݇ݏ െ ݆଴ െ
ଵே
ସ௦௞
ቁ 	൅ 	ݏ2݇	 െ	݆଴ 	െ

	1, стало быть, верна формула 4.  

Из формул 3 и 4 получаем, что ݄݇௠௔௫ 	൑ 	݄	 ൅ 	݇	 ൑ max
݅
ቄ݈݅ െ ݅ܰ

݇ݏ4 ൅ ݅ቅ 	൅ 	݇. По формуле 2 с 

учётом того, что ݅	 ൑ ,ሼ2݇ݔܽ݉	 2√ܰሽ 	൏ 	2݇	 ൅ 	2√ܰ и того, что, 

ሺ݄௠௔௫ሻ݇ܧ ൑ ܧ ൬max
௜
൜݈௜ െ

݅ܰ
݇ݏ4

൅ ݅ൠ൰ ൅ ݇ ൑ 3݇ ൅ 6√ܰ lnܰ ⇔ 

⇔ ܧ ቀmax
݅
ሼ݈݅ ൅ ݅ሽቁ ൑ 2݇൅ 6ඥܰ lnܰ ൅

݅ܰ
 ݇ݏ4

достаточно доказать, что верна формула 5:  

ܧ																																													 ൬max
௜
൜݈௜ െ

݅ܰ
ൠ൰݇ݏ4 ൑ 4√ܰ lnܰ																																							ሺ5ሻ 

Докажем, что при достаточно больших ܰ  

																								ℙ ൬݈௜ ൑
ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ	∀݅ ൌ ݇ݏ1,2 െ 1തതതതതതതതതതതതത൰ ൒ 1 െ ܰିଶ																					ሺ6ሻ 

Заметим, что ܧሺ݈௜ሻ ൌ
ே௜
ସ௦௞

. Значит, по лемме 1,  

ℙ൬݈௜ ൒
ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ൰ ൌ ℙ൫݈௜ ൒ ሺ݈௜ሻܧ ൅ 3√ܰ lnܰ൯ ൌ ܲ൫ܮ௜ 	൒ ሺ1 ൅  	,ሺ݈௜ሻ൯ܧሻߙ

ߙ ൌ 3√ܰ lnܰ
ݏ4݇
ܰ݅ ൌ

lnܰ√ݏ12݇
݅√ܰ

 

Рассмотрим 2 случая:  
	ߙ (1 ൑ 	1. По лемме 1), учитывая, что ݅	 ൑ 	ݏ2݇	 െ 	1	 ൏   :имеем ݏ2݇	

ℙ൬݈௜ ൒
ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ൰ ൌ ℙቌ݈௜ 	൒ ቆ1 ൅

lnܰ√ݏ12݇
݅√ܰ

ቇܧሺ݈௜ሻቍ ൑ 

൑ expቐെ
5
9144݇

ଶݏଶ lnܰ
ܰ݅ଶ

ܰ݅
ቑݏ4݇ ൌ exp ൜െ

ݏ20݇ lnܰ
݅ ൠ ൏ exp ൜െ

ݏ20݇ lnܰ
ݏ2݇ ൠ ൌ 

ൌ ܰିଵ଴ ൏ ܰିଷ 
	ߙ (2 ൐ 	1. 	ߙሺ݈௜ሻܧ	 ൌ 	3√ܰ lnܰ. Значит, по Лемме 1, для достаточно больших ܰ имеем: 
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ℙ൬݈௜ ൒
ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ൰ ൑ exp ቊെ

ߙሺ݈௜ሻܧ
3 ቋ ൌ exp൛െ√ܰ lnܰൟ ൑ ܰିଷ 

Так как ݅	 ൑ 	ܰ, получаем формулу 6:  

ℙ൬݈௜ ൒
ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ൰ ൑ ܰିଷ ⇒ 

ℙ൬݈௜ ൑
ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ	∀݅ ൌ ݇ݏ1,2 െ 1തതതതതതതതതതതതത൰ ൒ 1 െ ܰିଶ 

Значит, так как в любом случае ݈௜ 	൑ 	ܰ, для достаточно больших ܰ имеем:  

ܧ ൬max
௜
ሼ݈௜ሽ െ

݅ܰ
൰ݏ4݇ ൑ 3√ܰ lnܰ ൅ ℙ൬݈௜ ൒

ܰ݅
݇ݏ4 ൅ 3√ܰ lnܰ	∀݅ ൌ ݇ݏ1,2 െ 1തതതതതതതതതതതതത൰ܰ ൑ 

൑ 4√ܰ lnܰ 
Отсюда следует формула 5, из которой, в свою очередь, следует утверждение теоремы. █  

5. Нижние оценки ࡱሺ࢖࢙ࡿሻ для алгоритма Limited Hash Packing при 
упаковке в ࢑ ൌ  ൯ полосࡺ√൫ࢹ
Теорема 2.  Покажем, что после выпадения N прямоугольников,  

൫ܵ௦௣൯ܧ ൒
݇
8 െ

√ܰ
4  

Обозначения.  
ܺ	 ൌ 	 ଵܺ 	൅ ⋯൅	ܺே- сумма высот всех прямоугольников, где ௜ܺ-имеет равномерное 
на	ሾ0, 1ሿ	распределение.  
  .высота упаковки алгоритмом Limited Hash Packing – ܪ
Прямоугольник назовём выпавшим, если он помещён алгоритмом выше части полос, 
разбитой на области.  
Доказательство.  
Покажем, что с вероятностью ܲ	 ൒ ଵ

ସ
 один из выпавших прямоугольников имеет высоту ൒ ଵ

ଶ
 

и сумма высот всех прямоугольников ܺ ൒ ே
ଶ
. Покажем, что отсюда будет следовать 

утверждение теоремы.  
Ввиду симметричности распределения ܺ относительно математического ожидания	ܧሺܺሻ ൌ
ே
ଶ
, верно, что ே

ଶ
െ ܧ ቀܺቚܺ ൑ ே

ଶ
ቁ ൌ ܺ|ሺܧ െ ሻ|ܺܧ ൑ ඥܸܽݎሺܺሻ ൏ √ே

ଶ
.  

Таким образом, обозначив за ܧሺܺ|ܣሻ математическое ожидание ܺ при условии того, что 
случайное событие ܣ произошло и учитывая, что, если ܺ	 ൐ ே

ଶ
, то хотя бы 1 прямоугольник 

выпал, и, следовательно, так как высота упаковки ܪ не менее, чем ே
ସ௞

	ሻ݇ܪሺܧ , െ ே
ସ
	൐ 	0, по 

формуле полной вероятности, имеем:  

൫ܵ௦௣൯ܧ ൌ ሻ݇ܪሺܧ െ
ܰ
4 ൌ ℙ൬ܺ ൑

ܰ
2൰ ൬݇ܧ ቀܪቚܺ ൑ ܰ

2ቁ െ
ܰ
4൰ ൅ 

൅ℙቆ൬ܺ ൐
ܰ
2൰ ∩ ൬ܪ ൏

ܰ
4݇ ൅

1
2൰ቇቆ݇ܧ ቆܪቤ ቀܺ ൐ ܰ

2ቁ ∩ ቀܪ ൏ ܰ
4݇ ൅

1
2ቁቇ െ

ܰ
4ቇ ൅ 

൅ℙቆ൬ܺ ൐
ܰ
2൰ ∩ ൬ܪ ൒

ܰ
4݇ ൅

1
2൰ቇቆ݇ܧ ቆܪቤ ቀܺ ൐ ܰ

2ቁ ∩ ቀܪ ൒ ܰ
4݇ ൅

1
2ቁቇ െ

ܰ
4ቇ ൒ 

െ
1
4√ܰ ൅ 0 ൅

1
4
݇
2 ൌ െ

√ܰ
4 ൅

݇
8 

при ℙ൬ቀܺ	 ൒ ே
ଶ
ቁ ∩	ቀܪ	 ൒ ே

ସ௞
	൅ ଵ

ଶ
ቁ൰ ൒ ଵ

ସ
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Докажем, что с вероятностью ܲ ൒ ଵ
ସ
 верно, что ቀܺ	 ൒ ே

ଶ
ቁи	ቀܪ	 ൒ ே

ସ௞
	൅ ଵ

ଶ
ቁ, и тем самым 

докажем теорему. 
Рассмотрим 2 типа случайных событий в предположении, что	ܺ	 ൒ ே

ଶ
: 

,݅ ሺ݅ሻ- первый выпавший прямоугольник имел номерܣ (1 1 ൑ ݅ ൑ ܰ и его высота была 
больше ଵ

ଶ
; 

,݅ ሺ݅ሻ- первый выпавший прямоугольник имел номерܤ (2 1 ൑ ݅ ൑ ܰ и его высота была не 
больше ଵ

ଶ
. 

Верно, что ℙ൫ܣሺ݅ሻ൯ ൒ ℙ൫ܤሺ݅ሻ൯, так как если мы рассмотрим набор длин сторон 
прямоугольников ݄ଵ, ,ଵݓ … , ݄ே,  ሺ݅ሻ имеет место, то для набораܤ ே, такой, что событиеݓ
сторон ݄ଵ, ,ଵݓ … , ݄௜ ൅

ଵ
ଶ
, ,௜ݓ … , ݄ே,ݓே имеет место событие ܣሺ݅ሻ. Действительно, если при 

упаковке прямоугольников алгоритмом Limited Hash Packing ݅-ый прямоугольник- первый 
вылевший и его высота ݄௜ ൏

ଵ
ଶ
, то при тех же параметрах остальных прямоугольников ݄௜ ൒

ଵ
ଶ
, 

то прямоугольник с номером ݅- также первый вылетевший. 
Верно, что ܣሺ݅ሻ ∩ ሺ݆ሻܣ ൌ ሺ݅ሻܤ ∩ ሺ݆ሻܤ ൌ ∅, ݅ ് ݆ и ܣሺ݅ሻ ∩ ሺ݆ሻܤ ൌ ∅ и 

ራܣሺ݅ሻ
ே

௜ୀଵ

∈ ൬ܺ	 ൒
ܰ
2൰ ∩	൬ܪ	 ൒

ܰ
4݇ 	൅

1
2൰ 	и 

൬ܺ	 ൒
ܰ
2൰ ∩	൬ܪ ൏

ܰ
4݇ 	൅

1
2൰ ∈ራܤሺ݅ሻ

ே

௜ୀଵ

 

Следовательно, ℙ൬ቀܺ	 ൒ ே
ଶ
ቁ ∩	ቀܪ	 ൒ ே

ସ௞
	൅ ଵ

ଶ
ቁ൰ ൒ ℙ൬ቀܺ	 ൒ ே

ଶ
ቁ ∩	ቀܪ ൏ ே

ସ௞
	൅ ଵ

ଶ
ቁ൰. Так как 

сумма последних двух вероятностей равна ଵ
ଶ
, верно, что ℙ൬ቀܺ	 ൒ ே

ଶ
ቁ ∩		ቀܪ	 ൒ ே

ସ௞
		൅ ଵ

ଶ
ቁ൰ ൒ ଵ

ସ
, 

откуда и следует утверждение теоремы.  █  

6. Заключение 
Для задачи упаковки прямоугольников в полосы одинаковой ширины Multiple Strip Packing 
и её частного случая – задачи упаковки прямоугольников в полосу единичной ширины Strip 
Packing был произведён вероятностный анализ алгоритма упаковки в области ограниченной 
высоты Limited Hash Packing. Данный алгоритм является обобщением на случай упаковки в 
несколько полос алгоритма, предложенного Трушниковым в [15]. Алгоритм онлайновый, 
работает в режиме closed-end, т.е. ему известно число прямоугольников ܰ , которое требуется 
разместить до начала работы.  
Во многих алгоритмах для задач Strip Packing и Multiple Strip Packing прямоугольники 
разбиваются на группы по ширине, прямоугольники из одной группы упаковываются по 
высоте в области одного типа. Принципиальным отличием алгоритма, рассматриваемого в 
настоящей работе и алгоритмов того же типа, который мы называем алгоритмами упаковки 
в области ограниченной высоты, является тот факт, что после переполнения одной из 
областей, новая область не создаётся, а прямоугольник кладётся в самую узкую область, куда 
он помещается, если таковая существует. 
В этой работе лучшая из ранее известных для задачи Multiple Strip Packing при числе полос 
݇ ൑ √ܰ, составляющая ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ ܱ൫√ܰ lnܰ൯ была улучшена до ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ ܱ൫√ܰ lnܰ൯. Также 
был произведён анализ алгоритма в случае ݇ ൌ Ω൫√ܰ൯. Было доказано, что при любых ݇, ܰ 

выполнено ܧ൫ܵ௦௣൯ ൒
௞
଼
െ √ே

ସ
. 
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An improvement of previously known upper bound of Multiple Strip 
Packing problem and probabilistic analysis of algorithm in case of 

large number of strips given 
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Abstract. In this article, an analog of previously proposed algorithm Limited Hash Packing for Multiple Strip 
Packing Problem is studied using probabilistic analysis. Limited Hash Packing is an on-line algorithm, which 
works in closed-end mode, knowing the number ࡺ of rectangles it has to pack before knowing the heights and 
width of the first rectangle. The algorithm proposes that width and heights of all rectangles have a uniform on 
ሾ૙, ૚ሿ distribution and works in two stages. Firstly, it divides the k strips into ࢊ ൌ દሺܠ܉ܕሼ࢑,  ሽሻ rectangularࡺ√
areas width of which equal ࢏

ࢊ
, ࢏∀ ൌ ૚,… ,  തതതതതതതതത such that the sum space of all this areas equals the expected spaceࢊ

of all rectangles,  ࡺ
૝
. Secondly, it packs a rectangle area of minimal width, in which it fits, or, if rectangle doesn’t 

fit in any area, above all areas. It was shown, that for any number of strips ࢑ and any number of rectangles ࡺ, 
the expected value of space not filled with rectangles of all strips from their lowest point to the highest point of 
the highest rectangle, ࡱ൫࢖࢙ࡿ൯ ൑ ૟√ࡺ ࡺܖܔ ൅ ૜࢑. It was also shown, that ࡱ൫࢖࢙ࡿ൯ ൒

࢑
ૡ
െ ࡺ√

૝
. This result proves 

that the previous bound is asymptotically tight in case when packing ࡺ rectangles into ࢑ ൒ ࡺ√  .strips ࡺܖܔ

Keywords: on-line algorithm; closed-end; probabilistic analysis; closed-end mode; Multiple Strip Packing; an 
algorithm for packing into limited areas Limited Hash Packing. 
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