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Аннотация. Операция сравнения чисел широко используется при реализации большинства 
современных алгоритмов. Реализация алгоритма сравнения чисел в системе остаточных классов (СОК) 
состоит из двух этапов. Первый этап – вычисление позиционной характеристики модулярного числа. 
Второй этап – сравнение позиционных характеристик модулярных чисел в позиционной системе 
счисления. В статье предлагается новый эффективный алгоритм вычисления позиционной 
характеристики числа в СОК, основанный на использовании приближенного метода. Использование 
этого метода не требует дорогостоящих модульных операций, которые заменяются быстрыми 
битовыми операциями сдвиг вправо и взятия младших бит. Доказано, что в случае, когда динамический 
диапазон СОК является нечетным числом, размер операндов уменьшается на размер модуля. Если одно 
из оснований СОК является степенью двойки, то размер операндов меньше динамического диапазона.  
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Abstract. An important operation for data processing is a number comparison. In Residue Number System 
(RNS), it consists of two steps: the computation of the positional characteristic of the number in RNS 
representation and comparison of its positional characteristics in the positional number system. In this paper, 
we propose a new efficient method to compute the positional characteristic based on the approximate method. 
The approximate method as a tool to compare numbers does not require resource-consuming non-modular 
operations that are replaced by fast bit right shift operations and taking the least significant bits. We prove that 
in case when the dynamic range of RNS is an odd number, the size of the operands is reduced by the size of the 
module. If one of the RNS moduli is a power of two, then the size of the operands is less than the dynamic 
range. It makes our method efficient for hardware implementation of cryptographic primitives and digital signal 
processing. 
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1. Введение 
При использовании непозиционных систем счисления, таких как система остаточных классов 
(СОК), выполнение высокопроизводительных вычислений возможно за счет отсутствия 
переносов между разрядами. Однако во многих прикладных задачах возникает 
необходимость сравнения чисел. Данная операция является базовой при реализации 
большого числа алгоритмов защиты информации (Chang et al., 2015 [1], Chervyakov et al., 
2017 [2], Sousa et al., 2016 [3]), цифровой обработки сигналов (Chervyakov et al., 2014) [4], 
систем беспроводной связи (Ye et al., 2018) [5], облачных вычислений (Tchernykh et al., 2016 
[6], Miranda-López et al., 2017 [7], Tchernykh et al., 2017 [8], Babenko et al., 2017 [9]) и т.д. 
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Из-за непозиционной природы СОК немодульные операции, такие как сравнение чисел, 
определение знака числа и определение переполнения динамического диапазона, относятся 
к вычислительно сложным операциям. 
В позиционной системе счисления существуют простые алгоритмы сравнения чисел, 
которые сводятся к их поразрядному сравнению. В СОК простых алгоритмов сравнения 
чисел нет (Szabo & Tanaka, 1969) [10]. Реализация алгоритма сравнения чисел в СОК состоит 
из двух этапов. Первый этап – вычисление позиционной характеристики (ПХ) модулярных 
чисел 𝑋 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) и 𝑌 = (𝑦ଵ , 𝑦ଶ, … , 𝑦௡). Второй этап – сравнение позиционных 
характеристик ПХ(𝑋) и ПХ(𝑌) модулярных чисел в позиционной системе счисления (ПСС). 
В качестве ПХ модулярного числа может выступать его представление в ПСС. Для перевода 
числа из СОК в ПСС можно использовать один из алгоритмов: Китайскую теорему об 
остатках (КТО), обобщенную позиционную систему счисления (Bi & Gross, 2008) [11], 
рекурсивный алгоритм сдваивания чисел (nCRT) (Wang, 2000) [12] и их модификации. 
Большая вычислительная сложность алгоритмов вычисления искомого числа в двоичной 
системе счисления сподвигла исследователей на поиск его аппроксимации. С целью 
уменьшения вычислительной сложности операции сравнения чисел в СОК исследователи 
предложили в качестве ПХ модулярного числа использовать следующие функции: 
диагональная функция (Dimauro et al., 1993) [13], функция ядра (Burgess, 2003) [14], фактор-
функция (Dimauro et al., 2003) [15], монотонная функция Pirlo (Pirlo and Impedovo, 2013) [16] 
и др. Предлагаемые алгоритмы вычисления ПХ позволяют уменьшить вычислительную 
сложность за счет уменьшения размерности операндов при выполнении операции деления с 
остатком. 
Самым эффективным является подход, основанный на приближенном методе (Chervyakov et 
al., 2017) [17], так как он позволяет заменить операцию деления с остатком на операцию 
взятия старших бит числа. В статье мы предлагаем оптимизировать приближенный метод для 
вычисления операции сравнения чисел за счет уменьшения количества операций деления с 
остатком и улучшенной точности вычисления для корректной работы алгоритма. 
Далее статья организована следующим образом. В разд. 2 нами рассмотрены основные 
положения СОК и ее свойства. В разд. 3 рассмотрены методы сравнения чисел, основанные 
на переводе чисел из СОК в ПСС. В разд. 4 проведен обзор методов сравнения на основе 
вычисления позиционных характеристик. В разд. 5 исследуется вопрос сравнения чисел в 
СОК с использованием методов определения знака числа. Разд. 6 посвящен модификации 
метода сравнения чисел и исследованию его свойств. В заключении представлены сравнение 
предложенного метода с существующими и основные выводы. 

2. Система остаточных классов и ее свойства  

Под остатком числа 𝑋 по модулю 𝑝௜  понимается число 𝑥௜, удовлетворяющее выражению  𝑋 =
𝑥௜ + 𝑏 ⋅ 𝑝௜  для некоторого числа 𝑏 и 0 ≤  𝑥௜ <  𝑝௜ . Остаток от деления можно записать в 
терминах теории сравнений 𝑥௜ ≡  𝑋 mod 𝑝௜, или для краткости |𝑋|௣೔

. 

СОК определяется набором взаимно простых чисел  𝑝௜ , называемых модулями, т.е. 
{𝑝ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡}, где НОД(𝑝௜ , 𝑝௝) = 1 для 𝑖 ≠ 𝑗, n – количество модулей. Любое число 𝑋 ∈

[0, 𝑃 − 1] может быть представлено в СОК единственным образом как 𝑋 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡), где 
𝑥௜ ≡  𝑋 mod 𝑝௜, а 𝑃 = ∏ 𝑝௜

௡
௜ୀଵ  – динамический диапазон. 

Особенностью СОК является возможность выполнения операций сложения, вычитания и 
умножения параллельно и независимо по каждому из модулей. Пусть даны два числа 𝑋 =
(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) и 𝑌 = (𝑦ଵ, 𝑦ଶ , … , 𝑦௡), тогда, как показано в (Акушский & Юдицкий, 1968) [20], 
выполняется 

𝐶 = 𝑋 ∗ 𝑌 = ൫|𝑥ଵ ∗ 𝑦ଵ|௣భ
, … , |𝑥௡ ∗ 𝑦௡|௣೙

൯, 

где ∗= {+, −,×}.  
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Однако, при выполнении арифметических операций возможна ситуация, когда результат 
выходит за диапазон 𝐶 ∉ [0, 𝑃 − 1], т.е. проиcходит переполнение, и результат будет отличен 
от ожидаемого на размер диапазона. Для проверки корректности результата в статье 
(Chervyakov et al., 2017) [2] разработана схема, основанная на использовании свойств ранга 
числа. Преимущество предложенного подхода заключается в том, что он позволяет 
проверить корректность результата, не восстанавливая само число.  
Использование метода приближенного вычисления ранга числа позволяет уменьшить 
вычислительную сложность алгоритмов перевода чисел из СОК в позиционную систему 
счисления. 

3. Методы сравнения чисел, основанные на переводе чисел из СОК в 
ПСС  
В большинстве методов задача сравнения чисел решается через перевод числа из СОК в ПСС 
и их сравнение. 

3.1 Китайская теорема об остатках 
Согласно (Omondi & Premkumar, 2007) [21], для перевода числа из СОК в ПСС используется 
стандартное восстановление с помощью КТО, которую можно записать формулой: 

𝑋 = อ෍ 𝑃௜ ⋅ 𝑥௜ ⋅ |𝑃௜
ିଵ|௣೔

௡

௜ୀଵ

อ

௉

, (1) 

где 𝑃௜ =
௉

௣೔
, а |𝑃௜

ିଵ|௣೔
 – мультипликативная инверсия 𝑃௜  по модулю 𝑝௜ . Рассмотрим примеры 

восстановления числа по формуле (1) и сравнения чисел.  
Пусть дана СОК {3,5,7} и числа 𝑋 = (2, 2, 3), 𝑌 = (1, 3, 4). Динамический диапазон данной 
системы остаточных классов равен 𝑃 = 3 ⋅ 5 ⋅ 7 = 105.  
Вычислим 𝑃௜: 

𝑃ଵ =
𝑃

𝑝ଵ

=
105

3
= 35, 𝑃ଶ =

𝑃

𝑝ଶ

=
105

5
= 21, 𝑃ଷ =

𝑃

𝑝ଷ

=
105

7
= 15. 

Чтобы вычислить мультипликативную инверсию 𝑃௜ , нужно найти такое 𝑥, которое 
удовлетворяет сравнению 𝑥 ⋅  𝑃௜ ≡  1 mod 𝑝௜ . Таким образом, |𝑃ଵ

ିଵ|ଷ = 2, |𝑃ଶ
ିଵ|ହ = 1, 

|𝑃ଷ
ିଵ|଻ = 1. Таким образом, все необходимые для вычисления (1) данные получены. Найдем 

значение первого числа: 
𝑋 = |35 ⋅  2 ⋅  2 +  21 ⋅  2 ⋅  1 +  15 ⋅  3 ⋅  1|ଵ଴ହ  = |227|ଵ଴ହ = 17. 

Найдем значение второго числа: 

𝑌 = |35 ⋅  1 ⋅  2 +  21 ⋅  3 ⋅  1 +  15 ⋅  4 ⋅  1|ଵ଴ହ  =  |193|ଵ଴ହ = 88. 
Так как 17 < 88, значит 𝑋 < 𝑌. 
Учитывая вычислительную сложность вычисления остатка от деления на большое число 𝑃, 
исследователи предложили альтернативный подход, основанный на обобщенной 
позиционной системе счисления. 

3.2 Обобщенная позиционная система счисления (ОПСС) 
ОПСС за счет своих свойств позволяет сравнивать два числа без прямого востановления 
самого сисла. Число в ОПСС задается кортежем [𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡], а основаниями системы 
являются 𝑝ଵ, 𝑝ଵ𝑝ଶ, 𝑝ଵ𝑝ଶ𝑝ଷ, …, 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ିଵ, где 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ – модули СОК. Связь между 
двоичной системой счисления и ОПСС определяется по следующей формуле: 

𝑋 = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ𝑝ଵ + 𝑎ଷ𝑝ଵ𝑝ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝑝ଵ𝑝ଶ … 𝑝௡ିଵ, 
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Так как ОПСС является позиционной системой счисления, то сравнение чисел равносильно 
сравнению двух кортежей [𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡] и [𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡].  
Для перевода числа 𝑋 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) из СОК в [𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡]  ОПСС используется 
следующий подход: 
𝑎ଵ = 𝑥ଵ, 
𝑎ଶ = |(𝑥ଶ − 𝑎ଵ) ⋅ 𝑝ଵ

ିଵ|௣మ
 , 

𝑎ଷ = |(𝑥ଷ − 𝑎ଵ − 𝑎ଶ𝑝ଵ) ⋅ 𝑝ଵ
ିଵ ⋅ 𝑝ଶ

ିଵ|௣య
 , 

…… 
𝑎௡ = |(𝑥௡ − 𝑎ଵ − 𝑎ଶ𝑝ଵ − ⋯ − 𝑎௡ିଵ𝑝ଵ𝑝ଶ … 𝑝௡ିଶ) ⋅ 𝑝ଵ

ିଵ ⋅ … ⋅ 𝑝௡ିଵ
ିଵ |௣೙

. 

Эффективная реализация алгоритма сравнения чисел с использованием ОПСС представлена 
в работе (Isupov, 2016) [22]. 
 Использование ОПСС позволяет уйти от вычисления остатка от деления на большое число 
𝑃, но приводит к использованию большего количества модульных операций по модулям 
СОК. 

3.3 Приближенный метод 

Для исключения операции деления с остатком на большое простое число в статье (Van, 1985) 
[23] предложен приближенный метод, основанный на отображении, переводящем [0, 𝑃) в 
[0, 2). Для этого перепишем (1) в виде  

𝑋 = ෍ 𝑃௜ ⋅ 𝑥௜ ⋅ |𝑃௜
ିଵ|௣೔

௡

௜ୀଵ

− 𝑃 ⋅ 𝑟௫ , (2) 

для некоторого неотрицательного целого числа 𝑟௫ - ранга числа. Разделив (2) на 
௉

ଶ
, получим  

𝑋௦ = ൬
2

𝑃
൰ ⋅ 𝑋 = ෍

2

𝑝௜

⋅ 𝑥௜ ⋅ |𝑃௜
ିଵ|௣೔

௡

௜ୀଵ

− 2𝑟௫ . (3) 

Таким образом, из (3), 𝑋௦ может быть вычислен как сумма дробных чисел с отбрасыванием 
кратной двум целой части результата. Это может быть получено довольно тривиально, 
поскольку вычисления выполняются в двоичном виде. Проиллюстрируем это на примере. 
Пусть дано число (2, 2, 3), тогда по формуле (3) получим 

𝑋௦ = ฬ
2

3
⋅ 2 ⋅ 2 +

2

5
⋅ 2 ⋅ 1 +

2

7
⋅ 3 ⋅ 1ฬ

ଶ
= ฬ2

34

105
ฬ

ଶ
=

34

105
.  

Заметим, что в данном методе слагаемые редко могут быть представлены в виде конечной 
дроби. Для представления в виде десятичной (двоичной) дроби каждое слагаемое должно 
быть определенным образом округлено. 
Если на каждое слагаемое суммы в формуле (3) выделить 𝑁 + 1 бит, 1 – на целую часть и 𝑁 
– на дробную, и усекать оставшиеся биты, то ошибка в каждом слагаемом будет 
удовлетворять неравенству 0 ≤  𝑒௜ < 2ିே. И поскольку таких слагаемых 𝑛, то максимальная 
ошибка при усечении (3) будет 𝑒 = 𝑛2ି௧. 
Поскольку числа 𝑋௦ распределены равномерно на интервале [0, 𝑃), то расстояние между 

двумя соседними числами равно 
ଶ

௉
. 

Кроме того, интервал между наибольшим положительным числом и 1 равен 
ଶ

௉
 для четного 𝑃 

и 
ଵ

௉
 для нечетного 𝑃.  

Таким образом, для того, чтобы усеченное значение 𝑋௦ соотносилось с точным значением 𝑋௦, 
ошибка должна удовлетворять следующим соотношениям: 
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𝑛 ⋅  2ିே ≤
2

𝑃
 , для четного 𝑃 (4) 

𝑛 ⋅  2ିே ≤
1

𝑃
, для нечетного 𝑃, (5) 

или 
𝑁 ≥ ⌈logଶ 𝑃 ⋅  𝑛⌉ − 1 для четного 𝑃, 
𝑁 ≥ ⌈logଶ 𝑃 ⋅  𝑛⌉ для нечетного 𝑃. 

Хотя дробное представление и требует примерно на ⌈logଶ 𝑛⌉ бит больше, но простота и 
скорость выполнения операций компенсируют эту избыточность. Данный способ 
вычисления 𝑋௦ может быть относительно просто вычислен с использованием памяти, 
хранящей предвычисленные значения, , на вход которой подается остаток |𝑋|௣೔

, а на выход 
поступает усеченное значение, а далее усеченные значения складываются по модулю 2, что 
легко реализуется аппаратно. 
Рассмотрим численный пример. Пусть в СОК {3, 5, 7} заданы два числа 1 = (1, 1, 1) и 104 =
(2, 4, 6). Для данной системы 𝑁 ≥ ⌈logଶ(105 ⋅  3)⌉ = 9. Рассмотрим первое число по 
слагаемым: 

ฬ
2

3
⋅  1 ⋅ 2ฬ

ଶ
=

4

3
= 1.010101010101011 … ≈ 1.010101011, 

ฬ
2

5
⋅ 1 ⋅ 1ฬ

ଶ
=

2

5
= 0.011001100110011 … ≈ 0.011001101, 

ฬ
2

7
⋅  1 ⋅  1ฬ

ଶ
=

2

7
= 0.010010010010010 … ≈ 0.010010010. 

Просуммируем по модулю 2 полученные слагаемые и получим 0.000001010. 
Рассмотрим второе число: 

ฬ
2

3
⋅ 2 ⋅ 2ฬ

ଶ
=  ฬ

8

3
ฬ

ଶ
=

2

3
= 0.101010101010101 … ≈ 0.101010101, 

ฬ
2

5
⋅ 1 ⋅ 4ฬ

ଶ
=

8

5
= 1.100110011001101 … ≈ 1.100110011, 

ฬ
2

7
⋅ 1 ⋅ 6ฬ

ଶ
=

12

7
= 1.101101101101110 … ≈ 1.101101110. 

Просуммируем по модулю 2 полученные слагаемые и получим 1.111110110. 
Сравнивая полученные значения, увидим что (1, 1, 1) < (2, 4, 6). 
Данный метод эффективнее, чем восстановление числа с помощью классической Китайской 
теоремы об остатках, однако возникает вопрос о достаточности или избыточности точности 
согласно формулам (4)-(5).  
Стоит заметить, что использование данного подхода позволяет вычислять позиционную 
характеристику с применением следующей формулы: 

𝑉(𝑋) = อ෍ ඄
2

𝑝௜

ห|𝑃௜
ିଵ|௣೔

⋅ 𝑥௜ห
௣೔

ඈ
ଶషಿ

 

௡

௜ୀଵ

อ

ଶ

, (6) 

где ⌈𝑥⌉ଶషಿ = ⌈2ே𝑥⌉/2ே. 
С целью уменьшения количества операций в приближенном методе в (Chervyakov et al., 2017) 
[17] предложено использовать следующую формулу: 
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С(𝑋) = อ෍ 𝑊௜𝑥௜  

௡

௜ୀଵ

อ

ଵ

,  (7) 

где W୧ = ቞
ଶొห୔౟

షభห
౦౟

୮౟
቟ /2୒, |𝑥|ଵ-дробная часть числа x, N = ⌈logଶ(Pρ)⌉ и ρ = −n + ∑ p୧

୬
୧ୀଵ . 

Преимущество данного метода состоит в том, что он не требует дополнительных операции 
округления вверх, однако при этом увеличились размеры операндов. 

4. Методы сравнения чисел в СОК с использованием позиционных 
характеристик 
С целью уменьшения вычислительной сложности алгоритма сравнения чисел исследователи 
(Dimauro et al., 1993) [13] предложили использовать монотонную диагональную функцию. 

4.1 Диагональная функция 
Отличным от вышеизложенных методов сравнения чисел является метод на основе 
специальной диагональной функции, которая определяется как сумма соответствующих 
коэффициентов 𝑃௜  и называется методом суммы коэффициентов (Sum of Quotients Technique, 
SQT), описание которой можно найти, например, в (Dimauro et al., 1993) [13]. Диагональная 
функция представляет собой монотонно возрастающую функцию, на основе которой 
возможно сравнение чисел.  
Диагональная функция имеет вид: 

𝐷(𝑋) = ඌ
𝑋

𝑝ଵ

ඐ + ඌ
𝑋

𝑝ଶ

ඐ + ⋯ + ඌ
𝑋

𝑝௡

ඐ. (8) 

Однако формула (8) является мало пригодной на практике. В связи с этим (Dimauro et al., 
1993) [13] была предложена аналитическая функция для вычисления диагональной функции: 

𝐷(𝑋) = อ෍ 𝑘௜
∗ ⋅ 𝑥௜

௡

௜ୀଵ

อ

ௌொ

 (9) 

где 𝑘௜
∗ = |−𝑝௜

ିଵ|ௌொ, где 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑆𝑄 = 𝑃ଵ + 𝑃ଶ + ⋯ + 𝑃௡. 

Так как диагональная функция (9) является монотонно возрастающей, то она может быть 
использована для сравнения чисел, т.е. если 𝐷(𝑋) < 𝐷(𝑌), то 𝑋 < 𝑌. Однако, возможны 
случаи, когда 𝐷(𝑋) = 𝐷(𝑌), и тогда 𝑋 < 𝑌, когда 𝑥௜ < 𝑦௜ , 𝑖 = 1, … , 𝑛.  
Рассмотрим пример сравнения чисел. Возьмем ранее использованные числа 𝑋 = (2, 2, 3) и 
𝑌 = (1, 3, 4). Для начала вычислим значения  

𝑆𝑄 = 35 + 21 + 15 = 71, 
𝑘ଵ

∗ = |−𝑝ଵ
ିଵ|଻ଵ = |−3ିଵ|଻ଵ = 47, 

𝑘ଶ
∗ = |−𝑝ଶ

ିଵ|଻ଵ = |−5ିଵ|଻ଵ = 14, 
𝑘ଷ

∗ = |−𝑝ଷ
ିଵ|଻ଵ = |−7ିଵ|଻ଵ = 10. 

Найдем значение диагональной функции: 

𝐷(𝑋) = |2 ⋅ 47 +  2 ⋅ 14 + 3 ⋅ 10|଻ଵ = 10, 

𝐷(𝑌) = |1 ⋅ 47 +  2 ⋅ 14 + 3 ⋅ 10|଻ଵ = 34. 
Т.к. 𝐷(𝑋) < 𝐷(𝑌), то 𝑋 < 𝑌. 

4.2 Функция ядра Акушского 
Обобщив результат, полученный (Dimauro et al., 1993) [13], исследовательская группа (Pirlo 
& Impedovo, 2013) [16] предложила использовать минимальную функцию ядра Акушского 
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без критических ядер. Данный подход является аналогичным методу диагональной функции. 
Функция Pirlo имеет следующий вид: 

𝑃𝑖(𝑋) = ඌ
𝑋

𝑝௡

ඐ (10) 

Однако формула (10) является мало пригодной на практике, в связи с этим была предложена 
аналитическая функция для вычисления Pirlo функции: 

                   𝑃𝑖(𝑋) = อ෍ 𝑘௜
∗∗ ⋅ 𝑥௜

௡

௜ୀଵ

อ

௉೙

 (11) 

где 𝑘௜
∗∗ = ቞

ห௉೔
షభห

೛೔
௉೔

௣೙
቟. 

Так как функция Pirlo (11) является монотонно возрастающей, то она может быть 
использована для сравнения чисел, т.е. если 𝑃𝑖(𝑋) < 𝑃𝑖(𝑌), то 𝑋 < 𝑌. Однако возможны 
случаи, когда 𝑃𝑖(𝑋) = 𝑃𝑖(𝑌), и в этом случае 𝑋 < 𝑌, когда 𝑥௡ < 𝑦௡. 
Рассмотрим пример сравнения чисел. Возьмем ранее использовавшиеся числа 𝑋 = (2, 2, 3) и 
𝑌 = (1, 3, 4). Для начала вычислим значения:   

𝑃ଷ = 15, 

𝑘ଵ
∗∗ = ቞

|𝑃ଵ
ିଵ|௣భ

𝑃ଵ

𝑝ଷ

቟ = ඌ
2 ⋅ 35

7
ඐ = 10, 

𝑘ଶ
∗∗ = ቞

|𝑃ଶ
ିଵ|௣మ

𝑃ଶ

𝑝ଷ

቟ = ඌ
1 ⋅ 21

7
ඐ = 3, 

𝑘ଷ
∗ = ቞

|𝑃ଷ
ିଵ|௣య

𝑃ଷ

𝑝ଷ

቟ = ඌ
1 ⋅ 15

7
ඐ = 2. 

Найдем значение функции Pirlo: 
Pi(X) = |2 ⋅ 10 +  2 ⋅ 3 + 3 ⋅ 2|ଵହ = 2, 
Pi(Y) = |1 ⋅ 10 +  3 ⋅ 3 + 4 ⋅ 2|ଵହ = 12 

и поскольку 𝑃𝑖(𝑋) < 𝑃𝑖(𝑌), то 𝑋 < 𝑌.  
Как показано в работе (Mohan, 2016) [24], функция Pirlo проигрывает Китайской теореме об 
остатках, так как требует дополнительных сравнений чисел. 

5. Сравнение чисел на основе алгоритма определения знака числа 
С целью оптимизации алгоритма сравнения чисел иногда целесообразно использовать на 
втором этапе вместо алгоритма сравнения алгоритм определения знака числа. 
Некоторые приложения в СОК требуют использования отрицательных чисел. Для 
определения знака числа в СОК с отрицательными числами необходимо сравнить это число 
с серединой диапазона. Следует также обратить внимание, что в данном случае 
отрицательные числа идут за положительными, и для сравнения чисел сначала нужно 
определить их знак. 
В СОК с модулями {𝑝ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡} и динамическим диапазоном 𝑃 = ∏ 𝑝௜

௡
௜ୀଵ  может быть 

представлено число 𝑋, удовлетворяющее следующим соотношениям: 

−
𝑃 − 1

2
≤  𝑋 ≤

𝑃 − 1

2
, если 𝑃 нечетное, 

−
𝑃

2
≤  𝑋 ≤

𝑃

2
− 1, если 𝑃 четное. 

Тогда, согласно (Omondi & Premkumar, 2007) [21], если 𝑋 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡), то отрицательным 
будет число −𝑋 = (𝑥ଵതതത , 𝑥ଶതതത, … , 𝑥௡തതത), где 𝑥పഥ  является дополнением 𝑥௜ до модуля 𝑚௜. Например, 
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для СОК {3,5,7} и числа 𝑋 = 17 = (2, 2, 3) получим −𝑋 = (3 − 2, 5 − 2, 7 − 3) = (1, 3, 4). 
Очевидно, что для перехода от восстановленного числа к отрицательной форме необходимо 
отнять значение динамического диапазона, т.е. (1, 3, 4) = 88 = 88 − 105 = −17. Если 
рассматривать весь динамический диапазон, то числа распределяются следующим образом: 
0, 1, … , 52,  −52, −51, … , −1തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത. 

Теперь, когда заданы отрицательные числа, возникает необходимость определения знака 
числа. Существует ряд подходов к определению знака чисел в СОК: восстановление числа с 
помощью Китайской теоремы об остатках (КТО), использование обобщенной позиционной 
системы счисления (ОПСС) и другие.  
Проблемой КТО является необходимость нахождения остатка по большому модулю 𝑃, что 
является довольно трудоемкой задачей, и последующего сравнения с константой. 
Введем функцию знака 𝑆(𝑋) для системы с нечетным динамическим диапазоном 𝑃 (в случае 

четного диапазона границей служит 
௉

ଶ
): 

𝑆(𝑋) = ൞
0, если 0 ≤  X <

P − 1

2
,

1, если
P − 1

2
≤  X <  P.

 (12) 

Рассмотрим на примере сравнение чисел с использованием отрицательных чисел. Пусть 
необходимо сравнить числа X = 17 = (2,2,3) и 𝑌 = −8 = (1,2,6) в СОК {3,5,7}. Если 𝑋 > 𝑌, 
то (𝑋 − 𝑌) > 0. Найдем разность  

𝑋 − 𝑌 = (2 − 1,2 − 2,3 − 6) = (1,0,4). 
Применим приближенную формулу на основе КТО и будем сравнивать результат с серединой 

диапазона, т.е. с 
ଵ

ଶ
. Все константы предварительно вычислены в предыдущих примерах. 

𝑋

𝑃
= อ෍

𝑥௜ ⋅ |𝑃௜
ିଵ|௣೔

𝑝௜

ଷ

௜ୀଵ

อ

ଵ

= ฬ
2

3
+

4

7
ฬ
ଵ

=
5

21
<

1

2
. 

Очевидно, что поскольку полученное значение меньше середины диапазона, то оно 
положительное, и значит 𝑋 > 𝑌. 
Стоит отметить, что для корректной работы алгоритма сравнения чисел на основе алгоритма 
определения знака числа требуется удвоение диапазонов СОК, что ведет к дополнительным 
вычислительным нагрузкам при обработке данных, однако в данном случае необходимо 
нахождение лишь одной позиционной характеристики числа 

6. Модификация алгоритма сравнения чисел в СОК 
В качестве позиционной характеристики рассмотрим следующую функцию: 

𝑓(𝑋) =  อ෍ 𝑘௜

௡

௜ୀଵ

 𝑥௜อ

ଶಿ

, 

где 𝑘ప
ഥ = ቞

ଶಿห௉షభห
೛೔

௣೔
቟. 

6.1 Сравнение числа в СОК с нечетным диапазоном 
Лемма 1. Если 𝑁 = ⌈logଶ(𝑛 ∙ 𝑃 − 𝑛)⌉ , то справедливо следующее равенство: 

                       ቞
∑ 𝑘௜  𝑥௜

௡
௜ୀଵ

2ே
቟ =  ቞

∑ 𝑘௜𝑥௜
௡
௜ୀଵ

𝑃
቟,                      (14) 
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где kన
ഥ = ቞

ଶొห௉షభห
೛೔

௣೔
቟ и 𝑘௜ = |𝑃ିଵ|௣೔

𝑃௜ . 

Доказательство. 

Так как 𝑘௜ и 𝑘ప
ഥ  связаны равенством 𝑘ప

ഥ =  
ଶಿ௞೔

௉
−  

หଶಿ௞೔ห
ು

௉
, то выражение ඌ

∑ ௞೔ ௫೔
೙
೔సభ

ଶಿ ඐ примет вид: 

቞
∑ 𝑘௜  𝑥௜

௡
௜ୀଵ

2ே
቟ = ඍ

1

𝑃
෍ 𝑘௜

௡

௜ୀଵ

𝑥௜ −
1

𝑃 ∙ 2ே
  ෍|2ே𝑘௜|௉

௡

௜ିଵ

∙ 𝑥௜  එ (15) 

Подставим  
ଵ

௉
∑ 𝑘௜

௡
௜ୀଵ 𝑥௜ =  ቔ

ଵ

௉
∑ 𝑘௜

௡
௜ୀଵ 𝑥௜ቕ +

௑

௉
 в (15), получим: 

቞
∑ 𝑘௜ 𝑥௜

௡
௜ୀଵ

2ே
቟ =  ቞

∑ 𝑘௜𝑥௜
௡
௜ୀଵ

𝑃
቟ + ඌ

𝑋

𝑃
−

1

𝑃 ∙  2ே
∙  ෍ |2ே𝑘௜|௉  𝑥௜

௡

௜ୀଵ
ඐ (16) 

Из (16) следует, что условие леммы 1 эквивалентно следующему неравенству: 

0 ≤
𝑋

𝑃
−

1

𝑃 ∙  2ே
∙  ෍ |2ே𝑘௜|௉  𝑥௜

௡

௜ୀଵ
< 1 (17) 

Согласно Китайской теореме об остатках, 𝑋 удовлетворяет условию 0 ≤ 𝑋 < 𝑃, 

следовательно, 0 ≤
௑

௉
< 1. Принимая во внимание, что 

ଵ

௉∙ ଶಿ ∙  ∑ |2ே𝑘௜|௉ 𝑥௜
௡
௜ୀଵ ≥ 0, мы 

получаем, что правая часть двойного неравенства (17) верна для всех 𝑁. 
Рассмотрим левую часть двойного неравенства (17). При 𝑋 = 0 она выполняется для любого 
𝑁. Пусть 𝑋 удовлетворяет неравенству 1 ≤ 𝑋 < 𝑃, тогда левую часть неравенства (17) можно 
представить в следующем виде: 

2ே ≥
1

𝑋
 ෍ |2ே𝑘௜|௉  𝑥௜

௡

௜ୀଵ
 (18) 

Так как |2ே𝑘௜|௉ ≤ 𝑃 − 1, то ∑ |2ே𝑘௜|௉  𝑥௜
௡
௜ୀଵ ≤ (𝑃 − 1) ∑  𝑥௜

௡
௜ୀଵ , следовательно, для всех 1 ≤

𝑋 < 𝑃 справедливо следующее неравенство: 
1

𝑋
 ෍ |2ே𝑘௜|௉ 𝑥௜

௡

௜ୀଵ
≤ 𝑛 ∙ (𝑃 − 1) (19) 

Из (18) и (19) следует, что если 𝑁 = ⌈logଶ(−𝑛 + 𝑛 ∙ 𝑃)⌉, то левая часть неравенства (17) 
выполняется, следовательно, равенство (14) выполняется. Лемма доказана. 
Теорема 1. Если 𝑁 = ⌈logଶ(−𝑛 + 𝑛 ∙ 𝑃)⌉, то функция 𝑓(𝑋) – строго возрастающая. 
Доказательство. 
Для того чтобы 𝑓(𝑋) являлась строго возрастающей функцией, необходимо и достаточно, 
чтобы для всех целых чисел 1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑃 − 1 выполнялось следующее условие: 

𝑓(𝑋)–  𝑓(𝑋 − 1) > 0 (20) 

Так как |𝑋|ଶಿ = 𝑋 −  ቔ
௑

ଶಿቕ ∙ 2ே, то функцию 𝑓(𝑋) можно представить в следующем виде: 

𝑓(𝑋) =  ෍ 𝑘௜

௡

௜ୀଵ

 𝑥௜ − ቞
∑ 𝑘௜  𝑥௜

௡
௜ୀଵ

2ே
቟ ∙ 2ே (21) 

Принимая во внимание, что ∑ 𝑘௜
௡
௜ୀଵ  ൫𝑥௜ − |𝑥௜ − 1|௣೔

൯ = ∑ 𝑘௜
௡
௜ୀଵ − ∑ 𝑘ప

ഥ
௫೔ୀ଴ 𝑝௜  , то получим, что 

𝑓(𝑋)–  𝑓(𝑋 − 1) = 

= ෍ 𝑘௜

௡

௜ୀଵ

− ෍ 𝑘ప
ഥ

௫೔ୀ଴
𝑝௜ − ൭቞

∑ 𝑘௜  𝑥௜
௡
௜ୀଵ

2ே
቟ − ඍ

∑ 𝑘௜  |𝑥௜ − 1|௣೔

௡
௜ୀଵ

2ே
එ൱ ∙ 2ே 

(22) 

Так как условие леммы 1 выполнено, то 
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቞
∑ 𝑘௜  𝑥௜

௡
௜ୀଵ

2ே
቟ − ඍ

∑ 𝑘௜  |𝑥௜ − 1|௣೔

௡
௜ୀଵ

2ே
එ = ቞

∑ 𝑘௜𝑥௜
௡
௜ୀଵ

𝑃
቟ − ቞

∑ 𝑘௜|𝑥௜ − 1|௣೔

௡
௜ୀଵ

𝑃
቟ (23) 

Используя теорему из работы (Chervyakov, et. al., 2017) [2] и лемму 1, формула (23) примет 
вид: 

቞
∑ 𝑘௜𝑥௜

௡
௜ୀଵ

𝑃
቟ − ቞

∑ 𝑘௜|𝑥௜ − 1|௣೔

௡
௜ୀଵ

𝑃
቟ = ቞

∑ 𝑘௜
௡
௜ୀଵ

𝑃
቟ − ෍ |𝑃௜

ିଵ|௣೔
௫೔ୀ଴

= 

= ቞
∑ 𝑘௜  

௡
௜ୀଵ

2ே
቟ − ෍ |𝑃௜

ିଵ|௣೔
௫೔ୀ଴

 

(24) 

Подставив (24) в (22), получим: 

𝑓(𝑋)–  𝑓(𝑋 − 1) = 

= ෍ 𝑘௜

௡

௜ୀଵ

− ෍ 𝑘ప
ഥ

௫೔ୀ଴
𝑝௜ − ቆ቞

∑ 𝑘௜  
௡
௜ୀଵ

2ே
቟ − ෍ |𝑃௜

ିଵ|௣೔
௫೔ୀ଴

ቇ ∙ 2ே 
(25) 

Так как ∑ 𝑘௜
௡
௜ୀଵ − ඌ

∑ ௞೔ ೙
೔సభ

ଶಿ ඐ ∙ 2ே = ห∑ 𝑘௜
௡
௜ୀଵ ห

ଶಿ и |𝑃௜
ିଵ|௣೔

∙ 2ே − 𝑘ప
ഥ 𝑝௜ =

หଶಿ௞೔ห
ು

௉೔
 то для всех 𝑖 = 1, 𝑛തതതതത 

формула (25) примет вид: 

𝑓(𝑋)–  𝑓(𝑋 − 1) = อ෍ 𝑘௜

௡

௜ୀଵ

อ

ଶಿ

+ ෍
|2ே𝑘௜|௉

𝑃௜

 

௫೔ୀ଴

 (26) 

Так как ห∑ 𝑘௜
௡
௜ୀଵ ห

ଶಿ > 0, то из (26) следует, что 𝑓(𝑋)–  𝑓(𝑋 − 1) > 0, и, следовательно, 

функция  𝑓(𝑋) строго возрастает. Теорема доказана. 
Из теоремы 1 следует, что введенная функция является строго монотонной, следовательно, 
ее можно использовать в качестве позиционной характеристики для сравнения чисел в СОК.  
Предложенный подход позволяет уменьшить вычислительную сложность алгоритма 
сравнения чисел в СОК. Эффективная аппаратная реализация операции |𝑥 ⋅ 𝑦|ଶಿ позволяет 
уменьшить логическую схему при аппаратной реализации по сравнению с классическим 
умножением двух чисел 𝑥 ⋅ 𝑦. 

6.2 Сравнение чисел в СОК, если один из модулей равен степени 
двойки 
Так как модули СОК являются взаимно простыми числами, следовательно, четный модуль 
только один. Значит, без потери общности будем считать, что n-ый модуль имеет вид 𝑝௡ =
2௧. Так как 𝑝௡ = 2௧, то используя свойство СОК, числа 𝑋, 𝑌 могут быть представлены в 
следующем виде: 

𝑋 = 𝐴 ∙ 2௧ + 𝑥௡, 𝑌 = 𝐵 ∙ 2௧ + 𝑦௡ . (27) 

Для сравнения чисел сравним A и 𝐵. Если A< 𝐵, то 𝑋 < 𝑌. В случае, когда 𝐴 = 𝐵, 𝑋 < 𝑌 при 
условии, что 𝑥௡ < 𝑦௡.  
Так как n-ый модуль СОК четный, следовательно, модули 𝑝ଵ , 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ିଵ являются нечетными 
числами, тогда 𝑃௡ - нечетное число. Коэффициенты 𝐴 и 𝐵 удовлетворяют неравествам: 0 ≤
𝐴 < 𝑃௡ и 0 ≤ 𝐵 < 𝑃௡. Вычислив значения 𝐴 и 𝐵 в СОК по модулям 𝑝ଵ , 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ିଵ, мы можем 
сравнить их, используя введеную функцию 𝑓(𝑋).  
Таким образом, алгоритм сравнение чисел 𝑋 и 𝑌  будет иметь вид: 
Алгоритм. Алгоритм сравнения чисел 𝑋 и 𝑌. 

Input:  𝑋
ோேௌ
ሱ⎯ሮ (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡), 
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𝑌
ோேௌ
ሱ⎯ሮ (𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௡), 

 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, … , 𝑝௡ିଵ, 𝑝௡, 

 𝐼௜ = ቚ
ଵ

௣೙
ቚ

௣೔

  для всех 𝑖 = 1, 𝑛 − 1തതതതതതതതതത, 

𝑘ప
ഥ = උ2ே ∙ |1/𝑃௜

∗|௣೔
/𝑝௜ඏ для всех 𝑖 = 1, 𝑛 − 1തതതതതതതതതത, где 𝑁 = ⌈logଶ(−𝑛 + 𝑛𝑃௡)⌉ и 𝑃௜

∗ = 𝑃௡/𝑝௜ для 
всех 𝑖 = 1, 𝑛 − 1തതതതതതതതതത. 
Output: 𝑋 > 𝑌-‘10’, 𝑋 < 𝑌-‘01’, 𝑋 = 𝑌 – ‘00’. 
1. For 𝑖 ≔ 1 to 𝑛 − 1 do: 
1.1. 𝑎௜ ≔ |𝑥௜ − 𝑥௡|௣೔

; \\Parallel processing 

1.2. 𝑏௜ ≔ |𝑦௜ − 𝑦௡|௣೔
; \\Parallel processing 

2. For 𝑖 ≔ 1 to 𝑛 − 1 do: 

2.1. 𝑎௜ ≔ |𝑎௜ ∙ 𝐼௜|௣೔
; \\ Parallel processing 

2.2. 𝑏௜ ≔ |𝑏௜ ∙ 𝐼௜|௣೔
; \\Parallel processing 

3. 𝑆஺ = 0; 𝑆஻ = 0; 
4.  For 𝑖 ≔ 1 to 𝑛 − 1 do: 

4.1. 𝑆஺ = ห𝑆஺ + 𝑘ప
ഥ ∙ 𝑎௜ห

ଶಿ;  

4.2. 𝑆஻ = ห𝑆஻ + 𝑘ప
ഥ ∙ 𝑏௜ห

ଶಿ;  

5.  IF 𝑆஺ > 𝑆஻ then return ‘10’  
6.  IF 𝑆஺ < 𝑆஻ then return ‘01’ 

7.  IF 𝑎௡ > 𝑏௡ then return ‘10’ 
8.  IF 𝑎௡ < 𝑏௡ then return ‘01’ 
9.  return ‘01’ 
End. 

Количество операций, необходимых для получения результата у данного алгоритма равно: 
умножений –4𝑛, вычитаний – 2𝑛, сложений – 𝑛. 
В таблице 1 представлены свойства методов вычисления позиционной характеристики.  
Предложенный метод позволяет уменьшить размер операндов по сравнению с алгоритмами 
из работ (Chervyakov et al., 2017[17], Van, 1985 [23]). 

Табл. 1. Свойства алгоритмов сравнения чисел 
Table 1. Properties of number comparison methods 

Метод ⌈⋅⌉ 
Количество 
операций ‘×’ 

Размер модуля 
Вид 

модуля 
КТО (Omondi, 2007)  4𝑛 ⌊𝑛 ⋅ logଶ 𝑝௡⌋ 𝑃 

Диагональная функция (Pirlo, 1993)  2𝑛 
⌊(𝑛 − 1)
⋅ logଶ 𝑝௡ + logଶ 𝑛⌋ 

𝑆𝑄 

ОПСС (Isupov, 2016)  𝑛 ⋅
𝑛 − 1

2
 ⌈logଶ 𝑝௡⌉ 𝑝௜ 

Приближенный метод, 
(Van, 1985) 

|𝑃|ଶ =
1  

𝑛 2𝑛 ⌈logଶ(𝑃𝑛)⌉ 2ே 

Приближенный метод, 
(Chervyakov, 2017) 

 2𝑛 ⌈logଶ(𝑃𝜌)⌉ 2ே 

Наш метод  2𝑛 ⌈logଶ(−𝑛 + 𝑛 ⋅ 𝑃)⌉ 2ே 
Приближенный метод, 

(Van, 1985) 
|𝑃|ଶ

= 0 

𝑛 2𝑛 ⌈logଶ(𝑃𝑛)⌉ − 1 2ே 

Приближенный метод, 
(Chervyakov, 2017) 

 2𝑛 ⌈logଶ(𝑃𝜌)⌉ − 1 2ே 

Наш метод  4𝑛 ⌈logଶ(−𝑛 + 𝑛 ⋅ 𝑃௡)⌉ 2ே 
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8. Заключение 
В статье рассмотрены методы сравнения чисел, представленных в СОК, что особенно важно 
в задачах цифровой обработки сигналов.  
Из табл. 1 видно, что самым быстрым является предложенный модифицированный 
приближенный метод. Худший результат показал алгоритм, основанный на ОПСС. 
Оставшиеся методы показали схожие результаты и их применение зависит непосредственно 
от решаемой задачи. Диагональная функция требует нахождения остатка по меньшему 
модулю, однако в случае равенства значений диагональных функций требуется 
дополнительное уточнение, что занимает дополнительное время. 
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