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Аннотация. Обсуждаются задачи построения лорановых и регулярных решений линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Предполагается, что коэффициентами уравнений 
являются формальные степенные ряды, которые заданы в виде их усечений, то есть в виде 
начальных отрезков рядов, и что степень этих начальных отрезков может быть различна. 
Рассматриваемые виды решений также содержат степенные ряды. Интересует нахождение 
максимально возможного числа коэффициентов этих рядов в решениях, таких что они являются 
инвариантными относительно различных возможных продлений усечений рядов – коэффициентов 
заданного уравнения. В настоящей статье дается беглый обзор алгоритмов для решения такой 
задачи и представляется реализация этих алгоритмов в виде Maple-процедур. Рассматриваются 
линейные обыкновенные дифференциальные уравнения с бесконечными (формальными) 
степенными рядами в роли коэффициентов, при этом эти ряды задаются в усеченном виде. 
Предлагаются компьютерно-алгебраические процедуры (они реализованы в среде Maple) 
построения решений двух видов. Эти решения содержат, в свою очередь, степенные ряды. Исходя 
из заданных усеченных рядов-коэффициентов уравнения, процедуры находят максимально 
возможное число членов рядов, входящих в решения. 
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Abstract. We previously published algorithms for searching the so-called Laurent and regular solutions of 
linear ordinary differential equations with infinite formal power series in the role of coefficients. The 
question of infinite series representation is very important for computer algebra. In those algorithms the 
series are given in truncated form, which means that we do not have complete information about the 
equation under consideration. Based on this incomplete information, algorithms give the maximum possible 
number of terms of the series included in the solutions. We are interested in the information about these 
solutions that is invariant to possible prolongations of those truncated series that represent the coefficients 
of the equation. The mentioned publications reported preliminary (trial) versions for procedures, which 
implement these algorithms, as well as experiments with them. To date, the procedures have been improved, 
the interface and data presentation are designed for them in a uniform manner. The advanced procedures 
are discussed in the current paper. The various examples are presented which illustrates the use of the 
procedures, including their optional parameters. These procedures are available from the web page 
http://www.ccas.ru/ca/TruncatedSeries. 
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1. Введение 
В [1], [2] были предложены алгоритмы поиска так называемых лорановых и регулярных 
решений (определения даются в подразд. 2.2) линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений с бесконечными формальными степенными рядами в роли 
коэффициентов. 
Вопрос представления бесконечных рядов очень существен для компьютерной алгебры. 
В данном случае ряды задаются в усеченном виде, что означает, что мы не располагаем 
полной информацией об уравнении. Исходя из этой неполной информации, алгоритмы 
дают максимально возможное число членов рядов, входящих в решения.   
В [1], [2] сообщалось о предварительных (пробных) вариантах реализующих эти 
алгоритмы процедур и экспериментах с ними. К настоящему времени процедуры 
усовершенствованы, интерфейс и представление данных выбраны для них единообразно. 
Усовершенствованные процедуры обсуждаются ниже в статье. Эти процедуры находятся 
в свободном доступе и доступны на веб-станице http://www.ccas.ru/ca/TruncatedSeries. 
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2. Предварительные сведения 

2.1 Уравнения, операторы, усеченные ряды 
Пусть ܭ – алгебраически замкнутое числовое поле. Для кольца полиномов от ݔ над ܭ мы 
в дальнейшем используем обычные обозначение [ݔ]ܭ. Кольцо формальных степенных 
рядов от ݔ над ܭ обозначается через [[ݔ]]ܭ, поле формальных лорановых рядов – через ((ݔ))ܭ. Для ненулевого элемента ܽ(ݔ) = 	∑ܽ௜ (ݔ)௫݈ܽܽݒ определена равенством	(ݔ)௫݈ܽܽݒ его валюация ,((ݔ))ܭ ௜, принадлежащегоݔ = ݉݅݊ሼ݅|ܽ௜ ≠ 0ሽ, при этом ݈ܽݒ௫0 = ∞.		Пусть ݐ ∈ ℤ ∪ ሼ−∞ሽ	. ݐ-усечение ܽ〈௧〉(ݔ)	получается отбрасыванием всех членов ܽ(ݔ)	степени 
большей, чем ݐ; если ݐ = −∞, то ܽ〈௧〉(ݔ) = 0. Число ݐ называется степенью усечения. 
В настоящей статье дифференциальные уравнения будет удобно записывать с помощью 
операции ߠ = ݔ ௗௗ௫ вместо обычной операции дифференцирования (переход от одной 
формы записи к другой выполняется легко). Мы рассматриваем уравнения вида ܽ௥(ݔ)ߠ௥ݕ + ܽ௥ିଵ(ݔ)ߠ௥ିଵݕ + ⋯+ ܽ଴(ݔ)ݕ = 0, (1) 
где ݕ – неизвестная функция ݔ. Относительно ܽ଴(ݔ), ܽଵ(ݔ), … , ܽ௥(ݔ)	(будем называть их 
коэффициентами уравнения) предполагается, что ܽ௜(ݔ) ∈  ൧, при этом ведущий[ݔ]ൣܭ
коэффициент ܽ௥(ݔ) не равен нулю. Также предполагается, что валюация хотя бы одного 
из коэффициентов ܽ଴(ݔ), ܽଵ(ݔ), … , ܽ௥(ݔ) равна нулю. 
Уравнение (1) может быть записано как ℒ(ݕ) = 0, где оператор ℒ имеет вид ෍ܽ௜(ݔ)௥

௜ୀ଴ ௜ߠ ∈ ,[ߠ]൧[ݔ]ൣܭ	 (2) 
число ݎ является порядком оператора ℒ. 
Далее считаем, что задан дифференциальный оператор ܮ с полиномиальными 
коэффициентами: ෍ܽ௜(ݔ)௥

௜ୀ଴ ௜ߠ ∈ ,[ߠ][ݔ]ܭ	 (3) 
 
и заданы неотрицательные целые ݐ௢, ,ଵݐ … , ௜ݐ ௥ такие, чтоݐ ≥ deg	ܽ௜(ݔ), ݅ = 0,1, … ,  .ݎ
Предполагается при этом, что ܽ௥(ݔ) ≠ 0	и что валюация по крайней мере одного из 
полиномов ܽ଴(ݔ), ܽଵ(ݔ), … , ܽ௥(ݔ) равна нулю: ∃݅: val	ܽ௜(ݔ) = 0 (4) 
Определение 1. Продолжением оператора ܮ будем называть любой  оператор ܮ෨ =෍ܽప෥ ௥(ݔ)

௜ୀ଴ ௜ߠ ∈  ,[ߠ]൧[ݔ]ൣܭ	
для которого ܽప෥ (ݔ) − 	ܽ௜(ݔ) = ൫ܽప෥	т.е.val ,(௧೔ାଵݔ)ܱ (ݔ) − 	ܽ௜(ݔ)൯ > ,௜ݐ ݅ = 0.1, . . . ,   .ݎ
Усеченному дифференциальному уравнению ෍(ܽ௜(ݔ)௥

௜ୀ଴ + ݕ௜ߠ((௧೔ାଵݔ)ܱ = ௜ݐ (5)																																																					,0 ≥ deg	ܽ௜(ݔ), ݅ = 0,1, … , ,଴ݐ мы сопоставляем оператор (3), а также набор чисел	,ݎ ,ଵݐ … ,  Продолжение оператора (3) будет в этом случае называться также	௥.ݐ
продолжением уравнения. 
Если ܮ (или ℒ) – некоторый дифференциальный оператор, то под решениями оператора ܮ (или ℒ) мы понимаем решения уравнения (ݕ)ܮ = 0 (соответственно, ℒ(ݕ) = 0). 
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В случае, когда ܮ	– усеченный вариант оператора ℒ,  будем называть ܮ и (ݕ)ܮ = 0 
усечениями оператора ℒ и соответственно уравнения ℒ(ݕ) = 0. 

2.2 Лорановы и регулярные решения уравнений 
Решение дифференциального уравнения, являющееся формальным лорановым рядом, 
называется лорановым. 
Регулярное решение имеет вид (ݔ)ݕ = ,(ݔ)ݓఒݔ (6) 
где  ∈ (ݔ)ݓ,ܭ ∈ ൯[ln(ݔ)൫ܭ (ݔ)෍݃௞ି௦ݔ Каждое такое решение записывается как .[ݔ ln௦ݏݔ! ,																																																																(7)௞

௦ୀ଴  

где ݇ ∈ ℤஹ଴	и ݃ ௦(ݔ) ∈ ,൯(ݔ)൫ܭ ݏ = 0,1, … , ݇. Мы в этом случае говорим, что ݔ – степенной 
множитель решения (ݔ)ݕ. 
Набор ݔభ, ,మݔ … , 	೛ݔ (8) 
называется полным набором степенных множителей регулярных решений уравнения ℒ(ݕ) = 0, если 
- среди показателей степени элементов набора (8) нет различающихся на целое число, 
- каждый элемент ݔ೔ набора (8) является степенным множителем для некоторого 

ненулевого регулярного решения уравнения ℒ(ݕ) = 0, 
- для каждого ненулевого регулярного решения уравнения ℒ(ݕ) = 0 среди (8) найдется 

степенной множитель для этого решения. 
Примечание 1. Согласно принятому в компьютерной алгебре определению (см., 
например, [3]) любая линейная комбинация над ܭ решений вида (6) также называется 
регулярным решением. 

3. Алгоритмы построения решений 

3.1 Лорановы решения 
Пусть дифференциальное уравнение ℒ(ݕ) = 0 имеет ненулевые лорановы решения и (ݔ)ݕ = ∑ ܿ௡ݔ௡ஶ௡ୀ௩  – общее лораново решение, его коэффициенты ܿ௡ содержат 
произвольные постоянные. Алгоритм, предложенный в [4, разд. 6], позволяет для ℒ(ݕ) =0 построить усечение общего лоранового решения любой заданной степени ݉: (ݔ)〈௠〉ݕ =∑ ܿ௡ݔ௡௠௡ୀ௩ . 
В [1] показано, что для уравнения (5) с усеченными коэффициентами можно найти 
усечения максимально высоких степеней для лорановых решений, обеспечивая при этом 
инвариантность эти усечений относительно всевозможных продолжений уравнения. Был 
предложен алгоритм, входом которого являются оператор ܮ ∈  и неотрицательные [ߠ][ݔ]ܭ
целые ݐ଴, ,ଵݐ … ,  ௥, имеющие  тот же смысл, что и в (3). Алгоритм строит конечноеݐ
множество ܹ выражений вида ݕ〈௠〉(ݔ, ,ଵܥ … , (௥ܥ + ,(௠ାଵݔ)ܱ (9) 
где ݔ)ݕ, ,ଵܥ … , (௥ܥ ∈ …,ଵܥ]ܭ ,  ൯, обладающее свойствами (под решениями(ݔ)௥]൫ܥ
понимаются решения, принадлежащие ((ݔ))ܭ): 
• если (9) является элементом множества ܹ, то для любого продолжения ܮ෨ оператора ܮ 

найдется его решение ݕ෤(ݔ), для которого существуют ܥሚଵ, … , ሚ௥ܥ ∈ (ݔ)෤ݕ  такие, что ܭ = ,ݔ൫〈௠〉ݕ ,ሚଵܥ … , ሚ௥൯ܥ + 	,(௠ାଵݔ)ܱ
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val ݕ෤(ݔ) = val	ݔ)ݕ, ,ଵܥ … ,  ;(௥ܥ
• если ݕ෤(ݔ) – решение некоторого продолжения ܮ෨ оператора ܮ, и существует элемент 

(9) множества ܹ такой, что выполняется val	ݕ෤(ݔ) = val	ݔ)ݕ, ,ଵܥ … , ,(௥ܥ (10) 
 

• то найдутся ܥሚଵ, … , ሚ௥ܥ ∈ (ݔ)෤ݕ такие, что ܭ = ,ݔ൫〈௠〉ݕ ,ሚଵܥ … , ሚ௥൯ܥ +  ;(௠ାଵݔ)ܱ
• значения ݉ являются наибольшими из возможных значений, указанным образом 

связанных с каждым элементом множества ܹ. 
В множество W включаются  все выражения вида (9), обладающие этими свойствами. 

3.2 Регулярные решения 
Пусть дифференциальное уравнение ℒ(ݕ) = 0 имеет ненулевые решения вида (7). 
Алгоритмы построения таких решений обсуждаются в [5]-[13]. С помощью этих 
алгоритмов можно построить усечение общего регулярного решения любой заданной 
степени усечения ݉. Т.е. для всех рядов, входящих в решение, вычисляются 
коэффициенты до степени ݉, вычисленные коэффициенты могут содержать 
произвольные постоянные. 
Для уравнения (5) с усеченными коэффициентами алгоритм, предложенный в [2], строит 
регулярные решения с максимально большими усечениями, водящих в них рядов, такими, 
что решения являются инвариантными относительно различных возможных 
продолжений уравнения. Входом алгоритма снова являются оператор ܮ ∈  и [ߠ][ݔ]ܭ
неотрицательные целые ݐ଴, ,ଵݐ … ,  ௥. В результате применения алгоритма становитсяݐ
известным полный набор (8) степенных множителей регулярных решений, одинаковый 
для всех возможных продолжений оператора ܮ. Для каждого допустимого множителя ݔ	строится ܹ() – конечное множество выражений вида ݔ෍݈݊௦ݏݔ!௞

௦ୀ଴ ൬݃௞ି௦〈௠ೞ〉൫(ݔ, ,ଵܥ … , (௥ܥ + ൯൰(௠ೞାଵݔ)ܱ , (11) 
где ݃௦(ݔ, …,ଵܥ , (௥ܥ ∈ ,ଵܥ]ܭ … , ݏ ൯ для(ݔ)௥]൫ܥ = 0,1, … , ݇, обладающее свойствами: 
• если (11) является элементом множества ܹ(ߣ), то для любого продолжения ܮ෨ 

оператора ܮ найдется его решение ݕ෤(ݔ) = ∑ݔ ෤݃௞ି௦(ݔ) ௟௡ೞ௫௦!௞௦ୀ଴ , для которого 
существуют ܥሚଵ,… , ሚ௥ܥ ∈ (ݔ)такие, что ෤݃௦ ܭ = ݃௦〈௠ೞ〉൫ݔ, ,ሚଵܥ … , ሚ௥൯ܥ + 	val ,(௠ೞାଵݔ)ܱ ෤݃௦(ݔ) = val	݃௦(ݔ, ,ଵܥ … ,  (௥ܥ
для ݏ = 0,1, … , ݇; 

• если ݕ෤(ݔ) = ∑ݔ ෤݃௞ି௦(ݔ) ௟௡ೞ௫௦!௞௦ୀ଴ 		– решение некоторого продолжения ܮ෨ оператора ܮ, и 
существует элемент (11) множества ܹ() такой, что выполняется val	 ෤݃௦(ݔ) = val	݃௦(ݔ, …,ଵܥ , ,(௥ܥ (12) 
для ݏ = 0,1, … , ݇, то найдутся ܥሚଵ, … , ሚ௥ܥ ∈ (ݔ)такие, что ෤݃௦ ܭ = ݃௦〈௠ೞ〉൫ݔ, …,ሚଵܥ , ሚ௥൯ܥ +  (௠ೞାଵݔ)ܱ
для ݏ = 0,1, … , ݇; 

• для каждого элемента множества ܹ()	значения ݉଴,݉ଵ,… ,݉௞ являются 
наибольшими из возможных, указанным образом связанных с ܮ. 
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В множество ܹ()	 включаются  все выражения вида (11), обладающие этими 
свойствами, т.е. ܹ()	содержит полный список формул вида (11), инвариантных 
относительно продолжений оператора ܮ. 

4. Литералы 
Пусть задан оператор с полиномиальными коэффициентами ࡸ вида (3), набор чисел ݐ଴, ,ଵݐ … , (ݔ)имеют вид ܽ௜ ࡸ ௥ и пусть коэффициентыݐ =෍ܽ௜௝௧೔

௝ୀ଴ ,௝ݔ ݅ = 0,1, … ,  ݎ

(если ݐ௜ > ݀௜ = degܽ௜ то ܽ௜௝ ,(ݔ) = 0	для ݆ = ݀௜ + 1, ݀௜ + 2,… ,  ௜). Будем говорить, чтоݐ
коэффициенты ܽ௜௝	незаданы, если ݆ > 	݅ ௜, дляݐ = 	0,1, … ,  .ݎ
Помимо построения усечения решений (лорановых и регулярных), инвариантных 
относительно всех продолжений уравнения (ݕ)ܮ = 0, алгоритм позволяет прояснить 
влияние незаданных коэффициентов на последующие члены рядов, входящих в решения. 
Для незаданных коэффициентов алгоритм использует символьные обозначения, будем 
называть их литералами. 
При рассмотрении продолжения ܮ෨ оператора ܮ может оказаться, что ܮ෨ имеет такое 
лораново решение ݕ෤(ݔ), что ܹ не содержит выражения (9), для которого выполняется 
равенство валюаций (10). Алгоритм может определить, какие условия на незаданные  
коэффициенты должны быть выполнены, чтобы такое выражение появилось. 
При рассмотрении продолжения ܮ෨ оператора ܮ может оказаться, что ܮ෨ имеет такое 
решение ݕ෤(ݔ) = ఒݔ ∑ ෤݃௞ି௦(ݔ) ௟௡ೞ௫௦!௞௦ୀ଴ , что ܹ () не содержит выражения (11), для которого 
выполняется равенство валюаций (12). Алгоритм может определить, какие условия на 
незаданные коэффициенты должны быть выполнены, чтобы такое выражение появилось. 
Для усеченного уравнения при условии, что свободные члены всех коэффициентов 
известны и хотя бы один не равен нулю, полный набор степенных множителей одинаков 
для всех продолжений данного уравнения. 
Но максимальные значения ݇ в (7) могут быть различными для разных продолжений. 
Алгоритм может определить, какие условия на незаданные коэффициенты должны быть 
выполнены, чтобы максимальные значения ݇ стали инвариантными относительно 
возможных продолжений уравнения. 

5. Процедуры построения решений 
Алгоритмы построения рассматриваемых решений реализованы в системе компьютерной 
алгебры Maple ([14]) в виде процедур пакета TruncatedSeries1. Пакет предоставляет 
две основных процедуры: 
LaurentSolution – построение лорановых решений; 
RegularSolution – построение регулярных решений. 
Предварительные реализации этих процедур были представлены в работах [1, 2]. За 
основу реализации частично взята реализация алгоритмов из пакета EG [13]. 

5.1 Аргументы и результаты работы процедур 
Обе процедуры имеют одинаковые аргументы. Основные аргументы: 

 
1 Пакет и сессия Maple с примерами использования описываемых процедур доступны по адресу 
http://www.ccas.ru/ca/TruncatedSeries. 
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• Первый аргумент – дифференциальное уравнение вида (5), где ݐ௜ ≥ deg ܽ௜ ݅ ,(ݔ) =0,1, … ,  записывается как (ݔ)ݕ к неизвестной функции		௞ߠ Применение .ݎ
theta(y(x),x,k). Вместо оператора ߠ можно использовать и обычное 
дифференцирование (оператор ܦ = ௗௗ௫); применение оператора ܦ௞		к неизвестной 
функции (ݔ)ݕ задается в стандартном для Maple виде diff(y(x),x$k). Усеченные 
коэффициенты уравнения задаются в виде выражений	ܽ௜(ݔ) +  –	(ݔ)ܽ௜	 где ,(௧೔ାଵݔ)ܱ
полином степени не выше ݐ௜	над полем алгебраических чисел, то есть аналогично 
математической записи. Нерациональные алгебраические числа в Maple 
представляются в виде выражения RootOf(p(_Z), index = k), где p(_Z) – 
неприводимый полином, ݇-м корнем которого и является данное алгебраическое 
число. Например, RootOf(Z2-2, index=2) = −√2. 

• Второй аргумент – неизвестная функция, например, y(x). 
Результат работы процедуры LaurentSolution – список усеченных лорановых 
решений, из множества ܹ, описанного в подразд. 3.1. Каждый элемент списка имеет вид ܿ௩ೕݔ௩ೕ + ܿ௩ೕାଵݔ௩ೕାଵ + ⋯+ ܿ௠ೕݔ௠ೕ + ܱ൫ݔ௠ೕାଵ൯, (13) 
где ݒ௝ – валюация, для которой гарантировано существование лоранова решения при 
любом продолжении заданного уравнения; ௝݉ имеет прежний смысл (см. подразд. 3.1), ܿ௡	– вычисленные коэффициенты лоранова решения, которые являются линейными 
комбинациями произвольных постоянных вида _ܿ଴, _ܿଵ,… 
Результат работы процедуры RegularSolution – список усеченных регулярных 
решений, инвариантных относительно продолжений коэффициентов заданного 
уравнения. Усечения содержат произвольные постоянные вида  _ܿ଴, _ܿଵ,… 
Могут быть также указаны опциональные параметры: 
• 'output'='literal' – обеспечивает получения ответа не в виде списка 

инвариантных усечений, а в виде одного усечения с литералами. Все усеченные ряды 
в ответе имеют вид: ܿ௩ݔ௩ + ܿ௩ାଵݔ௩ାଵ + ⋯+ ܿ௠ݔ௠ + ,(௠ାଵݔ)ܱ (14) 
где ݒ = minݒ௝, ݉ = 1 +max ௝݉ коэффициенты ܿ݊	будут содержать литералы. 
Литералы представляются в виде ܷ[݅,݆] – такой литерал  соответствует незаданному 

коэффициенту при ݔ௝	в коэффициенте исходного уравнения при ݅ߠ. 
• 'degree'=n, где n – целое число, – обеспечивает получение усечений решений 

заданной степени. В этом случае коэффициенты усечений возможно будут выражены 
через литералы. Степени построенных усечений могут быть больше заданного ݊, – 
должно быть вычислено по крайней мере столько коэффициентов, сколько требуется 
для определения всех возможных валюаций лорановых рядов, входящих в решение. 

5.2 Примеры построения лорановых решений 
1. Каждое из уравнений sin (ݔ)ݕߠ	ݔ − ݔ	cos	ݔ (ݔ)ݕ	 = 0	 (15) (݁௫ − (ݔ)ݕߠ(1 − (ݔ)ݕ௫݁ݔ = 0	 (16) 
можно представить в виде ൫ݔ + (ݔ)ݕߠ൯(ଶݔ)ܱ + ൫−ݔ + (ݔ)ݕ൯(ଶݔ)ܱ = 0. (17) 
Применим процедуру к (17). 
> eq1 := (x+O(x^2))*(theta(y(x),x,1))+(-x+O(x^2))*y(x); ݁1ݍ ≔ ൫ݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଶݔ)ܱ ,ݔ 1) + ൫−ݔ +  (ݔ)ݕ൯(ଶݔ)ܱ
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> LaurentSolution(eq1, y(x)); [ݔ_ܿଵ +  [(ଶݔ)ܱ
Итак, имеется только одно инвариантное усечение решения с валюацией ݒ = 1 и 
степенью усечения  ݉ = 1. 
2. Применим  процедуру к (17) еще раз, задав желаемую степень усечения, равную 2, с 
помощью опции 'degree'=2: 
> LaurentSolution(eq1, y(x), 'degree'=2); ൣݔ_ܿଵ + ଶ൫−_ܿଵݔ [ܷ଴,ଶ] − _ܿଵ [ܷଵ,ଶ]൯ +  ൧(ଷݔ)ܱ
Итак, коэффициент решения при степени 2 зависит от литералов, то есть различные 
продолжения уравнения ݁1ݍ могут иметь разные коэффициенты решения при этой 
степени и найденное ранее инвариантное решение является максимально возможным.  
3. Добавим к коэффициентам уравнения ݁1ݍ некоторые члены, соответствующие 
коэффициентам (15). Получим усечение решения до степени ݔଶ, которое соответствует 
разложению в степенной ряд функции sin	ݔ, являющейся решением (15): 
> eq2 := (x+O(x^3))*(theta(y(x),x,1))+(-x+x^3/2+O(x^4))*y(x); ݁2ݍ ≔ ൫ݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1) + ൭−ݔ + ଷ2ݔ + ൱(ସݔ)ܱ  (ݔ)ݕ
> LaurentSolution(eq2, y(x)); [ݔ_ܿଵ +  [(ଷݔ)ܱ
Снова ݒ = 1, но ݉ = 2. Легко проверить, что найденное усечение решения является 
продолжением инвариантного усечения решения уравнения ݁1ݍ. При этом видно, что 
если подставить значения [ܷ଴,ଶ] = 0, [ܷଵ,ଶ] = 0, которые соответствуют добавленным 
коэффициентам, в найденное выше усечение решения уравнения ݁1ݍ до степени ݉ = 2, 
то будет получено усечение решения уравнения ݁2ݍ. 
4. Теперь добавим к коэффициентам уравнения ݁1ݍ	несколько членов, соответствующих 
коэффициентам (16). Получим усечение решения до степени ݔଶ, которое соответствует 
разложению в степенной ряд функции ݁௫ − 1, являющейся решением (16).  
> eq3 := (x+x^2/2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+ 

(-x-x^2-x^3/2+O(x^4))*y(x); ݁3ݍ ≔ ൭ݔ + ଶ2ݔ + ൱(ଷݔ)ܱ ,(ݔ)ݕ)ߠ ,ݔ 1) + ൭−ݔ − ଶݔ − ଷ2ݔ +  (ݔ)ݕ൱(ସݔ)ܱ
> LaurentSolution(eq3, y(x)); ቈݔ_ܿଵ + ଶ_ܿଵ2ݔ +  ቉(ଷݔ)ܱ
Итак, ݒ = 1, ݉ = 2. Вновь легко проверить, что найденное усечение решения является 
продолжением усечения решения уравнения ݁1ݍ. При этом видно, что если подставить 
значения [ܷ଴,ଶ] = −1, [ܷଵ,ଶ] = ଵଶ, которые соответствуют добавленным коэффициентам, в 
усечение решения уравнения ݁1ݍ до степени 2, то будет получено усечение решения 
уравнения ݁3ݍ. 
Таким образом, различные продолжения ݁2ݍ и ݁3ݍ уравнения ݁1ݍ дали различные 
инвариантные усечения решений. При этом, как и ожидалось, не возникло новых 
решений, инвариантные усечения решений ݁2ݍ и ݁3ݍ	являются продолжениями 
инвариантного усечения решения ݁1ݍ и соответствуют его продолжению до степени 2, 
зависящего от литералов, с подстановкой вместо литералов соответствующих 
коэффициентов из уравнений	݁2ݍ и ݁3ݍ. 
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5. Для каждого из уравнений ݁1ݍ,  ,существует только одно значение валюации 3ݍ݁ и 2ݍ݁
для которого лорановы решения существуют при любом продолжении уравнения. 
Рассмотрим применение процедуры к следующему уравнению: 
> eq4 := (-1+x+O(x^2))*theta(y(x),x,2)+ 

(-2+O(x^2))*theta(y(x),x,1)+ 
(x+O(x^2))*y(x); ݁4ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଶݔ)ܱ ,ݔ 2) + ൫−2 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଶݔ)ܱ ,ݔ 1)+ ൫ݔ +  (ݔ)ݕ൯(ଶݔ)ܱ

> LaurentSolution(eq4, y(x)); ቂ_ܿଵ + ଵ3ܿ_ݔ +  ቃ(ଶݔ)ܱ
Полученный ответ означает, что существует только одно инвариантное усечение 
решения, оно имеет валюацию ݒ = 0 и степень усечения ݉ = 1. 
6. Применим процедуру к ݁4ݍ еще раз, задав степень усечения решения, равную 3, с 
помощью опции 'degree'=3: 
> LaurentSolution(eq4, y(x), 'degree'=3); ൤_ܿଵ + ଵ3ܿ_ݔ + ଶݔ ൬ 112 _ܿଵ + 18 _ܿଵ [ܷ଴,ଶ]൰+ ଷݔ ൬ 145 _ܿଵ [ܷଶ,ଶ] + 136 _ܿଵ + 23360 _ܿଵ [ܷ଴,ଶ] + 145 _ܿଵ [ܷଵ,ଶ] + 115 _ܿଵ [ܷ଴,ଷ]൰+  ൨(ସݔ)ܱ
7. Добавим к коэффициентам уравнения ݁4ݍ несколько коэффициентов. Применим 
процедуру. 
> eq5 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+ 

(-2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+ 
(x+6*x^2+O(x^4))*y(x); ݁5ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 2) + ൫−2 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1)+ ൫ݔ + ଶݔ6 +  (ݔ)ݕ൯(ସݔ)ܱ

> LaurentSolution(eq5, y(x)); ቈ_ܿଵݔଶ − 5_ܿଵݔ + _ܿଶ + ,(ݔ)ܱ _ܿଵ + ଵ3ܿ_ݔ + ଶ_ܿଵ6ݔ5 + ଷ_ܿଵ30ݔ13 +  ቉(ସݔ)ܱ
Полученный ответ означает, что существуют два инвариантных усечения решений: с 
валюацией ݒଵ = 0	и степенью усечения ݉ଵ = 3, являющееся продолжением ранее 
найденного усечения решения для уравнения ݁4ݍ, и второе с валюацией ݒଶ = −2	 и 
степенью усечения ݉ଶ = 0, которое является новым. 
8. Добавим к коэффициентам уравнения ݁4ݍ	несколько коэффициентов иначе. Применим 
процедуру. 
>eq6 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+ 

(-2+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+ 
(x+6*x^2+O(x^4))*y(x); ݁6ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 2) + ൫−2 + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1)+ ൫ݔ + ଶݔ6 +  (ݔ)ݕ൯(ସݔ)ܱ

> LaurentSolution(eq6, y(x)); ቈ__ܿଵ + ଵ3ܿ_ݔ + ଶ_ܿଵ6ݔ5 + ଷ_ܿଵ90ݔ41 +  ቉(ସݔ)ܱ
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Полученный ответ означает, что вновь существует только одно инвариантное усечение 
решения с валюацией ݒ = 0 и степенью усечения ݉ = 3, являющееся продолжением 
ранее найденного усечения решения для ݁4ݍ. 
Видно, что различные продолжения ݁5ݍ и ݁6ݍ уравнения ݁4ݍ дали  различные 
инвариантные усечения. При этом у уравнения ݁5ݍ возникло новое решение с другой 
валюацией, при этом второе инвариантное усечение решения ݁5ݍ и инвариантное 
усечение решения ݁6ݍ являются продолжениями инвариантного усечения решения ݁4ݍ и 
соответствуют его продолжению до степени 3 в литералах с подстановкой вместо 
литералов соответствующих коэффициентов из уравнений ݁5ݍ и ݁6ݍ. 
9. Проверим, имеет ли смысл рассматривать случай различных ݐ଴, ,ଵݐ … ,  ,௥, входящих в (5)ݐ
или же достаточно ограничиться случаем равенства этих чисел. Иными словами, 
проверим может ли замена в (5) каждого ݐ௜ на ݐ = min௜ୀ଴௥  ௜ привести к снижению точностиݐ
результата работы алгоритма. 
Для следующего уравнения получаем пять начальных членов решения: 
> eq7 := (1+O(x))*(theta(y(x),x,1))+(x^4+O(x^5))*y(x); ݁7ݍ ≔ ൫1 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ݔ)ܱ ,ݔ 1) + ൫ݔସ +  (ݔ)ݕ൯(ହݔ)ܱ
> LaurentSolution(eq7, y(x)); ቈ_ܿଵ − _ܿଵݔସ4 +  ቉(ହݔ)ܱ
Если же взять ݐ଴ = ଵݐ = 0,  то получим только один начальный член решения: 
eq8 := (1+O(x))*(theta(y(x),x,1))+ O(x)*y(x); ݁8ݍ ≔ ൫1 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ݔ)ܱ ,ݔ 1) +  (ݔ)ݕ(ݔ)ܱ
LaurentSolution(eq8, y(x)); [_ܿଵ +  [(ݔ)ܱ
Это показывает, что при замене каждого ݐ௜ на ݐ = min௜ୀ଴௥  ௜ произошло снижение точностиݐ
работы алгоритма. Тем самым, связанные с отказом от априорного предположения о 
равенстве всех ݐ௜ затраты времени могут быть не напрасными. 
10. Существуют уравнения, которые не имеют нетривиальных лорановых решений ни 
при каких продолжениях: 
> eq9 := (2+O(x))*(theta(y(x),x,1))+(1+O(x))*y(x); ݁9ݍ ≔ ൫2 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ݔ)ܱ ,ݔ 1) + ൫1 +  (ݔ)ݕ൯(ݔ)ܱ
> LaurentSolution(eq9, y(x)); [	] 
Ответ – пустой список – означает отсутствие решений для всех продолжений уравнения ݁9ݍ. 
11. Процедуру можно применять к уравнениям, заданным через оператор 
дифференцирования ௗௗ௫. 
>eq10 := (-x+x^2+x^3+O(x^4))*(diff(y(x),x,x))+ 

(-3+x+O(x^2))*(diff(y(x),x))+ 
O(x^3)*y(x); ݁10ݍ ≔ ൫−ݔ + ଶݔ + ଷݔ + ൯(ସݔ)ܱ ൭ ݀ଶ݀ݔଶ ൱(ݔ)ݕ + ൫−3 + ݔ + ൯(ଶݔ)ܱ ൭ ݔ݀݀ +൱(ݔ)ݕ  (ݔ)ݕ(ଷݔ)ܱ

> LaurentSolution(eq10, y(x)); [_ܿଵ +  [(ସݔ)ܱ
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В случае, если не выполнено условие (4), инвариантных усечений лорановых решений не 
существует. В этом случае процедура возвращает FAIL. Следующее уравнение задано 
через  ௗௗ௫, процедура строит эквивалентное ему уравнение через ߠ и определяет, что 
условие (4) не выполнено, следовательно, инвариантных усеченных решений не 
существует: 
> eq11 := (x^2+O(x^3))*diff(y(x),x,x)+ 

O(x)*diff(y(x),x)+(1+O(x))*y(x); ݁11ݍ ≔ ൫ݔଶ + ൯(ଷݔ)ܱ ൭ ݀ଶ݀ݔଶ ൱(ݔ)ݕ + ൭(ݔ)ܱ ݔ݀݀ ൱(ݔ)ݕ + ൫1 +  (ݔ)ݕ൯(ݔ)ܱ
> LaurentSolution(eq11, y(x)); ܮܫܣܨ 

5.3 Примеры построения регулярных решений 
1. Применим процедуру поиска регулярных решений: 
> eq12 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+ 

(-2+O(x^2))*theta(y(x),x,1)+(O(x^4))*y(x); ݁12ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 2) + ൫−2 + (ݔ)ݕ൯(ଶݔ)ܱ +  (ݔ)ݕ(ସݔ)ܱ
> RegularSolution(eq12, y(x));  [_ܿଵ +  [(ସݔ)ܱ
2. Добавим один дополнительный коэффициент [ܷଵ,ଶ] = 1 к уравнению ݁12ݍ и применим 
процедуру еще раз: 
> eq13 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+ 

(-2+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+O(x^4)*y(x); ݁13ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 2) + ൫−2 + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1)+  (ݔ)ݕ(ସݔ)ܱ
> RegularSolution(eq13, y(x)); ൤− _ܿଵݔଶ + 4_ܿଵݔ + _ܿଶ + (ݔ)ܱ + ln(ݔ)൫_ܿଵ + ,൯(ସݔ)ܱ _ܿଶ +  ൨(ସݔ)ܱ
Видим, что в этом случае возникает второе усечение регулярного решения, содержащее 
логарифм. 
3. Применим процедуру к этому же уравнению с опцией представления результата в 
литералах:  
> RegularSolution(eq13, y(x), 'output'='literal'); ln(ݔ) ቆ_ܿଵ + 124 ସ_ܿଵݔ [ܷ଴,ସ] + ቇ(ହݔ)ܱ − _ܿଵݔଶ + 4_ܿଵݔ + _ܿଶ + ݔ ൬23 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] − 43 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ]൰+ ଶݔ ൬14 _ܿଵ [ܷଵ,ସ] − 512 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] + 13 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ] − 12 _ܿଵ [ܷଶ,ସ] − 18 _ܿଵଵ [ܷ଴,ସ]+ 18 _ܿଵ൰+ ଷݔ ൬ 215 _ܿଵ [ܷଶ,ସ] − 15 _ܿଵ [ܷଵ,ସ] + 245 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] − 445 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ] + 215 _ܿଵ [ܷଵ,ହ]+ 730 _ܿଵ [ܷ଴,ସ] + 130 _ܿଵ − 415 _ܿଵ [ܷଶ,ହ] − 115 _ܿଵ [ܷ଴,ହ]൰ 
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ସݔ+ ൬ 124 _ܿଵ [ܷ଴,ସ] − 340 _ܿଵ [ܷଶ,ସ] + 7240 _ܿଵ [ܷଵ,ସ] − 780 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] + 120 _ܿଵ [ܷଶ.ଷ] − 760 _ܿଵ [ܷଵ.ହ]+ 7180 _ܿଵ [ܷ଴,ସ] + 7160 _ܿଵ + 115 _ܿଵ [ܷଶ,ହ] + 17120 _ܿଵ [ܷ଴,ହ] + 136 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ]ଶ− 136 [ܷଵ,ଷ]_ܿଵ [ܷଶ,ଷ] − 118 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ]ଶ − 124 _ܿଵ [ܷ଴,଺] + 112 _ܿଵ [ܷଵ,଺]− 16 _ܿଵ [ܷଶ,଺]൰ +  (ହݔ)ܱ
4. Применим процедуру к этому же уравнению одновременно с опцией задания степени 
усечения: 
> RegularSolution(eq13, y(x), 'degree'=2); ൤− _ܿଵݔଶ + 4_ܿଵݔ + _ܿଶ + ݔ ൬23 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] − 43 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ]൰+ ଶݔ ൬14 _ܿଵ [ܷଵ,ସ] − 512 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] + 13 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ] − 18 _ܿଵ [ܷ଴,ସ] − 12 _ܿଵ [ܷଶ,ସ]+ 18 _ܿଵ൰ + (ଷݔ)ܱ + ln(ݔ)൫_ܿଵ + ,൯(ଷݔ)ܱ ൫_ܿଶ +  ൯൨(ଷݔ)ܱ
Ответ показывает, что для получения 2-усечения как продолжения инвариантного 
усечения необходимо задать [ܷ଴,ସ], [ܷଵ,ଷ], [ܷଵ,ସ], [ܷଶ,ଷ], [ܷଶ,ସ], т.е. коэффициенты уравнения 
при	ݔସ,	ݔଷ,ߠ	ݔସ,ߠ		ݔଷߠଶ, 	ݔସߠଶ соответственно. 
5. Применим процедуру к этому же уравнению одновременно с опцией представления 
результата в литералах и опцией задания степени усечения, опции могут использоваться 
совместно: 
> RegularSolution(eq13, y(x),'output'='literal', 'degree'=2); ln(ݔ)൫_ܿଵ + ൯(ଷݔ)ܱ − _ܿଵݔଶ + 4_ܿଵݔ + _ܿଶ + ݔ	 ൬23 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] − 43 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ]൰+ ଶݔ ൬14 _ܿଵ [ܷଵ,ସ] − 512 _ܿଵ [ܷଵ,ଷ] + 13 _ܿଵ [ܷଶ,ଷ] − 12 _ܿଵ [ܷଶ,ସ] − 18 _ܿଵ [ܷ଴,ସ]+ 18 _ܿଵ൰ +  (ଷݔ)ܱ	
6. Добавим к уравнению ݁12ݍ один коэффициент иначе: [ܷଵ,ଶ] = 0. 
> eq14 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+ 

(-2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+ 
O(x^4)*y(x); ݁14ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 2) + ൫−2 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1)+  (ݔ)ݕ(ସݔ)ܱ

> RegularSolution(eq14, y(x)); ൤_ܿଵݔଶ − 4_ܿଵݔ + _ܿଶ + ,(ݔ)ܱ _ܿଶ +  ൨(ସݔ)ܱ
Видим, что в этом случае возникает новое инвариантное регулярное решение – лораново 
решение с валюацией ݒଶ = −2. 
7. Применим процедуру к следующему уравнению 
> eq15 := (1+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,3)+ 

(4-x+(1/2)*x^2+O(x^3))*theta((y(x),x,2))+ 
4-2*x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,1+ 
O(x^3)*y(x); 
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15ݍ݁ ≔ ൫1 + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 3) + ቆ4 − ݔ + ଶݔ12 + ቇ(ଷݔ)ܱ ,(ݔ)ݕ)ߠ ,ݔ 2)+ ൫4 − ݔ2 + ଶݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1) +  (ݔ)ݕ(ଷݔ)ܱ
> RegularSolution(eq15, y(x)); 

቎21_ܿଵ16 + _ܿଶ2ݔଶ + _ܿଵݔ + _ܿଷ + (ݔ)ܱ + ln	(ݔ) ቆ12 _ܿଵݔଶ + _ܿଶ + ቇ(ݔ)ܱ
+ ln	(ݔ)ଶ ቆ12 _ܿଵ + 12			ቇ,(ଷݔ)ܱ _ܿଶݔଶ + _ܿଷ + (ݔ)ܱ + ln	(ݔ)൫_ܿଶ + ,൯(ଷݔ)ܱ
_ܿଷ +  ቏(ଷݔ)ܱ

В данном случае существует три различных инвариантных усечения регулярных 
решений, содержащиеся в них ряды усечены до разных степеней, логарифм входит до 
степени ݇ = 2. 
8. Уравнение 
> eq16 := (-1+x+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+ 

(-1-x-(3/2)*x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+ 
(3/4+(1/4)*x+ (3/4)*x^2+O(x^3))*y(x); ݁16ݍ ≔ ൫−1 + ݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଷݔ)ܱ ,ݔ 2)+ ቆ−1 − ݔ + ଶݔ32 + ,(ݔ)ݕ)ߠቇ(ଷݔ)ܱ ,ݔ 1)+ ቆ34 + ݔ14 − ଶݔ34 + ቇ(ଷݔ)ܱ  (ݔ)ݕ

> RegularSolution(eq16, y(x)); ቈ√ݔ ቆ−2_ܿଵݔଶ + 8_ܿଵݔ + _ܿଶ + (ݔ)ܱ + 	ln	(ݔ)൫_ܿଵ + ൯ቇ(ଷݔ)ܱ , ൫_ܿଶݔ√ +  ൯቉(ଷݔ)ܱ
В данном случае получено регулярное решение с нецелым ߣ в множителе ݔఒ. 
9. Еще одно уравнение: 
> eq17 := (1+O(x^2))*theta(y(x),x,3)+ 

(1+2*x+O(x^2))*theta(y(x),x,2)+ 
(2+x+O(x^2))*theta(y(x),x,1)+ 
(2-x+O(x^2))*y(x); ݁17ݍ ≔ ൫1 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଶݔ)ܱ ,ݔ 3) + ൫1 + ݔ2 + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଶݔ)ܱ ,ݔ 2) +൫2 + ݔ + ,(ݔ)ݕ)ߠ൯(ଶݔ)ܱ ,ݔ 1)+	൫2 − ݔ +  (ݔ)ݕ൯(ଶݔ)ܱ

> RegularSolution(eq17, y(x)); ቈ_ܿଵݔ + (ݔ)ܱ + ோ୭୭୲୓୤൫_௓మାଶ,௜௡ௗ௘௫ୀଵ൯ݔ ቆ_ܿଶ − 154 ൫20ݔ + 23RootOf(_ܼଶ + 2, ݔ݁݀݊݅ = 1)൯_ܿଶ+ +ቇ(ଶݔ)ܱ ୭୭୲୓୤൫_௓మାଶ,௜௡ௗ௘௫ୀଶ൯ୖݔ ቆ_ܿଷ− 154 ൫20ݔ + 23RootOf(_ܼଶ + 2, ݔ݁݀݊݅ = 2)൯_ܿଷ +  ቇ቉(ଶݔ)ܱ
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В данном случае все продолжения уравнения имеют три неэквивалентных степенных 
множителя, с показателями −1, √−2,	−√−2 , где √−2,	−√−2 представлены 
конструкциями RootOf(_ܼଶ + 2, ݔ݁݀݊݅ = 1) и RootOf(_ܼଶ + 2, ݔ݁݀݊݅ = 2). 
10. Уравнение, заданное через оператор дифференцирования ௗௗ௫: 
> eq18 := (-x+x^2+x^3+O(x^4))*(diff(y(x),x,x))+ 

(-3+x+2*x^2+O(x^3))*(diff(y(x),x))+ 
O(x^3)*y(x) ݁18ݍ ≔ ൫−ݔ + ଶݔ + ଷݔ + ൯(ସݔ)ܱ ൭ ݀ଶ݀ݔଶ +൱(ݔ)ݕ ൫−3 + ݔ + ଶݔ2 + ൯(ଷݔ)ܱ ൭ ݔ݀݀ ൱(ݔ)ݕ +  (ݔ)ݕ(ଷݔ)ܱ

> RegularSolution(eq18, y(x)); ൤− _ܿଵݔଶ + 4_ܿଵݔ + _ܿଶ + (ݔ)ܱ + ln(ݔ)൫_ܿଵ + ,൯(ସݔ)ܱ _ܿଶ +  ൨(ସݔ)ܱ
В результате перехода к уравнению, записанному с помощью ߠ, процедура получает 
уравнение ݁13ݍ. Поэтому совпадают результаты вычислений. 
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