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Аннотация. Под воздействием приливных явлений в глубине океана возникают внутренние волны. 
Глубоководный океан является примером непрерывной плотностной стратификации в жидкости, 
подверженной крупномасштабным периодическим возмущениям. При наличии наклонных границ, в 
силу особенностей дисперсионного соотношения, в такой среде могут возникать геометрические 
области притяжения волновых пучков после последовательных отражений от границ. Ранее 
особенности поведения кинетической энергии при возникновении волновых аттракторов 
исследовались для двумерных областей с сопоставимыми масштабами по вертикали и горизонтали. При 
увеличении аспектного соотношения концентрация кинетической энергии может качественно 
изменяться как в ламинарном, так и в турбулентном режиме. В настоящей работе показано, что 
концентрация удельной кинетической энергии может на порядки возрастать при увеличении аспектного 
соотношения. Источником возмущений являются крупномасштабные монохроматические колебания 
верхней горизонтальной границы области. Проведено численное моделирование эволюции волновых 
движений в удлиненной по горизонтали области при различных значениях амплитуды возмущения, 
выявлены принципиальные особенности этого случая по сравнению со случаем области, имеющей 
соизмеримые значения глубины и длины. Рассмотрено несколько наиболее характерных ситуаций, 
изучены интегральные механические характеристики: полная диссипация, средняя кинетическая 
энергия и ее пульсации в ламинарных и турбулентных режимах. 
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Abstract. Tidal forcing excites internal waves in the bulk of the ocean. Deep ocean is an example of a system 
with continuous stratification subject to large-scale periodic forcing. Owing to specific dispersion relation of 
internal waves, the domains bounded by sloping boundaries may support wave patterns with wave rays 
converging to closed trajectories (geometric attractors) as result of iterative focusing reflections. Previously the 
behavior of kinetic energy in wave attractors has been investigated in two-dimensional domain with comparable 
depth and length. As the geometric aspect ratio of the domain increases, the dynamic pattern of energy focusing 
may significantly evolve both in laminar and turbulent regimes. The present paper shows that the energy density 
in domains with large aspect ratio can significantly increase. In numerical simulations the input forcing has 
been introduced at global scale by prescribing small-amplitude deformations of the upper bound of the liquid 
domain. The evolution of internal wave motion in such system has been computed numerically for different 
values of the forcing amplitude. The behavior of the large-aspect-ratio system has been compared to the well-
studied case of the system with depth-to-length ratio of order unity. A number of most typical situations has 
been analysed in terms of behavior of integral mechanical quantities such as total dissipation, mean kinetic 
energy and energy fluctuations in laminar and turbulent cases.  
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1. Введение 
Значительное количество механической энергии поступает в глубоководные области 
Мирового океана вследствие взаимодействия поверхностного прилива с топографией дна. В 
результате, в толще воды возникают т.н. инерционные и внутренние волны [1], которые 
вносят значимый вклад в перемешивание. Возникновение инерционных волн объясняется 
действием силы Кориолиса, связанной с вращением Земли. Внутренние волны в глубине 
океана возникают вследствие различных возмущений устойчивой плотностной 
стратификации. Внутренние волны обладают специфическим дисперсионным 
соотношением, в силу которого частота волны задает угол между волновым вектором и 
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направлением гравитационного поля. При отражении от границ жидкого объема волны 
меняют свое направление, сохраняя направление с вертикалью, а не нормалью к поверхности. 
Значительный интерес в этом контексте представляют волновые аттракторы, которые 
соответствуют случаям, при которых пучки внутренних волн  притягиваются к замкнутой 
траектории. Принципиальная возможность возникновения подобных структур была впервые 
описана теоретически [2][3] и затем неоднократно проверена в ходе экспериментальных и 
численных исследований международными коллективами, в том числе из Голландии, 
Франции, США и России [3][8]. 
Простейший случай аттрактора внутренних волн в стратифицированной жидкости можно 
наблюдать в трапецеидальном контейнере (рис.1) при воздействии монохроматических 
возмущений. Подобная модельная конфигурация позволяет выделить ряд процессов, 
которые возникают в задачах океанологии из-за специфического закона отражения волновых 
пучков. В океане топография дна может быть представлена подводными хребтами, 
проливами, разломами, континентальными склонами либо фоновыми неровностями 
орографии дна океанских котловин. В рамках модельной системы возможно возникновение 
волновых аттракторов, схожих с таковыми в океане. Геометрическая структура аттракторов 
в трапециедальной области зависит от наклона волнового пучка (зависящего от соотношения 
между частотой возмущения и частотой плавучести), угла наклона одной из сторон и 
соотношения горизонтального и вертикального масштабов. Отметим, что аттрактор может 
существовать в классическом ламинарном режиме в окрестности лучевого «скелета», 
получающегося в результате решения задачи о биллиарде волновых лучей, лишь тогда, когда 
мощность внешнего воздействия достаточно мала. В том случае, когда мощность внешнего 
воздействия возрастает выше некоторого порога, течение достаточно быстро переходит к 
турбулентному режиму, и регулярные структуры течения размываются. Тем не менее, до сих 
пор остается открытым вопрос о том, для какого режима характерна наиболее высокая 
аккумуляция кинетической энергии волновых движений. 
В работах [9][12] с помощью различных численных методов  изучались волновые аттракторы 
для ситуации, когда длина области и ее высота являлись сопоставимыми величинами. В 
данных работах был получен ряд существенных с точки зрения гидродинамики выводов о 
механизме образования аттракторов и наличия стоящих и бегущих составляющих в волновых 
режимах при различных воздействиях. Представляет интерес вопрос о том, как происходит 
генерация волновых аттракторов в случае, когда горизонтальный масштаб аттрактора 
значительно превышает вертикальной. Такой случай ближе соответствует типичной 
геометрии Мирового океана. 
В рамках настоящей работы мы исследуем результаты прямого численного моделирования, 
которые получены для большого соотношения между геометрическими параметрами 
исследуемой области. Для обработки результатов прямого численного моделирования 
применяются спектральные методы, связанные с оконным преобразованием  Фурье и 
разложения по эмпирическим модам (Empirical Mode Decomposition). 

2. Математическая постановка 
Рассмотрим простейшую геометрическую конфигурацию в виде двумерной области, 
имеющей форму прямоугольной трапеции, в которой при определенном сочетании 
параметров могут возникать волновые аттракторы (рис. 1). Область имеет длину L, высоту H, 
геометрическая форма трапеции характеризуется безразмерным параметром ݀ ଵܮ)= − (ଶܮ ⁄ଵܮ , причем значения ݀ = 1 и ݀ = −1 отвечают предельным случаям 
прямоугольной и треугольной конфигураций, соответственно. Область заполнена 
стратифицированной жидкостью с постоянным вертикальным градиентом плотности. 
Плотность возрастает с глубиной, что согласуется с изменением солености в океане. 
Наклонная граница моделирует наклон рифа или материковый склон. Внешнее воздействие 
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задается в виде синусоидального возмущения верхней горизонтальной границы. Длина 
волны возмущения соответствует длине верхнего основания трапеции, амплитуда волны 
мала по сравнению с длиной.  

 
Рис. 1.  Принципиальная схема сходимости  пучков волн к волновому аттрактору и размеры области 

Fig. 1. Scheme of convergence of internal wave beams to a wave attractor 
Для решения задачи о волновых движениях в описанной области  проведено прямое 
численное моделирование уравнений вязкой жидкости в поле силы тяжести. Уравнения 
сохранения импульса и диффузии соли в приближении Буссинеска [13]-[15] представляются 
в виде: ࣔࢂሬሬԦ࢚ࣔ + ൫ࢂሬሬԦ, ሬሬԦࢂ൯ࢺ = ି૚࢓࣋ ෝ࢖ࢺ + ሬሬԦࢂ∆ࣇ + ࢚࢙ࣔ࣋ࣔ ,ሬԦࢌ + ሬሬԦࢂ ⋅ ࢙࣋ࢺ = ࢺ ∙ ࢉࡿࣇ ࢺ ,(࢙࣋ࢺ) ∙ ሬሬԦࢂ = ૙. 
Здесь ሬܸԦ – вектор скорости с компонентами {ݒ௫,  ௦ – добавка плотности, обусловленнаяߩ ;௠ – значение плотности на верхней границеߩ ;кинематическая вязкость жидкости – ߥ ;{௬ݒ	
наличием солености; приведенное давление ̂݌ – разница между полным давлением и 
гидростатическим для пресной воды (при плотности ߩ௠), Ԧ݂ = ௦ߩ) ⁄௠ߩ ) Ԧ݃, ܵܿ = ఔ஽ – число 
Шмидта, где ܦ – коэффициент диффузии. 
Верхняя граница совершает малые гармонические колебания в воде стоячей волны (задача 
при этом решается в фиксированной области): ࢎ =  ,(ࡸ/࢞૛ૈ)࢔࢏࢙(࢚૙࣓)sinࢇ
где ࢇ – его амплитуда, а ࣓ ૙ – циклическая частота. Указанное возмущение принято в качестве 
простейшей модели поверхностного баротропного прилива. В силу малости амплитуды 
колебаний внешнее воздействие можно представить в виде граничного условия на скорость: ࡴ)࢜, ,࢟ (࢚ =  ,(࢚૙࣓)sin(L/࢞2π)૙cos࣓ࢇ
На всех границах (кроме верхней) выполняется условие прилипания для скорости ݒ௡ = ఛݒ ,0 = 0. Для солености на всех границах выполняется условие изоляции డఘడ௡ = 0. 
Моделирование внутренних волн проводится при параметрах, позволяющих  в дальнейшем 
провести экспериментальные исследования в лаборатории, поэтому постановка приводится 
в размерных переменных: 

L = 300 мм, 
H = 40 мм, 

d = 0.5, ߝ = ு௅ , 
ω0 = 0.0149 с-1, 

N =1 с-1, 

где N – частота плавучести (частота Брента-Вяйселя). 
В работе под энергией системы мы будем понимать только кинетическую энергию. Наряду с 
упомянутыми характеристиками, мы будем пользоваться относительной частотой  
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߱ = ߱଴ܰ 

и относительной энергией ܧ =  ,௪ܧܧ
где E – полная кинетическая энергия, рассчитываемая как интеграл по площади трапеции (ݐ)ܧ = ∬ఘ೘ଶ (ݐ)௫ଶݒൣ +  ,൧݀ܵ(ݐ)௬ଶݒ
а для нормировки используется величина   ܧ௪ =  ,௠ܵߩ
равная кинетической энергии жидкого объема, движущегося как единое целое со скоростью ܽ߱, (здесь S – площадь трапеции). Все графики приведены для случая ε=0.13, если не указано 
иное. 

3. Анализ данных прямого численного моделирования 
Прямое численное моделирование задачи производилось при помощи метода спектральных 
элементов на неравномерных сетках на основе модификаций открытого кода nek5000 [14]. 
Численное исследование показывает, что в  зависимости от амплитуды внешнего воздействия 
возможны различные сценарии развития волновых режимов. Если амплитуда  воздействий 
достаточно мала, то происходит формирование волнового аттрактора, и энергия 
аккумулируется вдоль замкнутой кривой. Аттрактор типа (1,1) существует лишь в 
ограниченном диапазоне частот, определяемом граничными режимами, в которых 
аттракторы вырождаются в диагонали трапеции [17]. 
При увеличении амплитуды начинается переход к слаботурбулентному режиму. В отличие 
от геометрии с сопоставимыми длинами в вертикальном и горизонтальном направлении, 
вместо дочерних волн, удовлетворяющих условию триадного взаимодействия [18], 
появляются существенные по величине супергармоники. Дальнейший рост амплитуды 
внешнего воздействия способствует выводу системы в область сильной волновой 
турбулентности. 
Далее рассмотрим несколько характерных случаев в зависимости от амплитуды внешнего 
воздействия, демонстрирующих формирование различных режимов движения жидкости. 
Следует отметить, что динамика средней энергии в системе имеет вид высокочастотных 
осцилляций, наложенных на некоторую среднюю кривую. Вместе с тем для полноты картины 
хотелось бы иметь автоматизированный алгоритм, способный выделять последнюю. Это 
можно делать с помощью оконного преобразования Фурье [19][20] и разложения по 
эмпирическим модам, известного под названием Empirical mode decomposition (EMD) [16]. 
Оконное преобразование Фурье представляет собой наиболее простой способ анализа, но при 
уменьшении ширины окна и среднее значение, и гармоники перестают отражать физический 
смысл разложения Фурье. Таким образом, частотно-временная диаграмма является 
достаточно удобной для случая, если колебания наложены на относительно медленно 
меняющуюся функцию. Однако если истинное среднее испытывает значительные скачки 
производной, то построенное таким образом среднее будет вести себя достаточно 
нерегулярным образом. Опыт построения средней энергии таким способом в данной задаче 
оказался неудачным. 
Более приемлемым оказывается разложение по эмпирическим модам, смысл которого 
состоит в разложении результата по набору функций (также известных под названием 
Intrinsic mode functions, или IMF), отвечающих следующим требованиям: 
1) количество экстремумов и нулей используемых в разложении функции отличается не 

более чем на 1; 
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2) среднее значение, определяемое по верхней и нижней огибающей, должно равняться 
нулю. 

Особенность процедуры построения эмпирических мод заключается в том, что первыми 
будут выявлены гармоники, отвечающие наиболее высоким частотам. Этот метод подходит 
для исследования широкого класса нелинейных сигналов, однако отдельные моды не имеют 
определенной физической интерпретации. Для выделения среднего из сигнала с 
неустойчивостью имеет смысл вычитать из него первую эмпирическую моду.  
Численно вычисление мод происходит итерационным методом с помощью инструментов 
библиотеки PyEMD. Для интерполяции данных использовались кубические сплайны, однако 
использование других методов существенно не влияет на результат. Поскольку для 
построения эмпирической моды требуется верхняя и нижняя огибающие, строящиеся по 
локальным максимумам, то определение последним происходило с помощью 
параболической интерполяции. В качестве критерия остановки итерационного процесса 
выбиралось выполнение одного из условий: число итераций или малости 
среднеквадратичной разницы двух итераций, деленной на норму предыдущей. 
В рамках настоящей работы частотные и частотно-временные диаграммы строятся с 
помощью оконного преобразования Фурье. Разумеется, подобный подход имеет те же 
недостатки, что и локальное осреднение. Тем не  менее, эти диаграммы дают хорошее 
представление о качественном сценарии развития нелинейных процессов, поэтому для наших 
целей такой метод вполне подходит. 

4. Результаты для различных амплитуд внешней силы 
На рис. 2 представлены результаты расчетов при значении амплитуды a=0.01 мм, которое 
является достаточно малым, чтобы можно было говорить о ламинарном волновом режиме. 
На поле вертикальной скорости отчетливо виден волновой аттрактор, что говорит о 
ламинарном характере движений. 

 
Рис. 2. Поле вертикальных скоростей при а=0.01 см. Белым обозначена область построения спектра 

Fig. 2. Field of Vy at a=0.01 cm. White rectangular marks the area, where spectrum was calculated 

Энергия в таком случае аккумулируется на аттракторе и после стремительного роста 
колеблется вокруг устойчивого среднего (показано черным, рис. 4a). Для сравнения 
приводим график зависимости энергии от времени для случая области, имеющей 
сопоставимые глубину и длину (ε=0.67), при наличии аттрактора того же вида: среднее 
значение безразмерной энергии оказывается на порядок ниже (рис. 4b). 
Аттрактор может существовать лишь в ограниченном диапазоне частот [17], границы 
которого ограничены критическими частотами ߱௖ଵ,ଶ. На этих частотах форма аттрактора 
вырождается в диагональ трапеции. При этом аккумуляция энергии остается незначительной 
(рис. 3c-d). Кроме того, на рис. 3c-d хорошо видно, что кинетическая энергия системы 
колеблется между максимальным и минимальным значением, причем минимальное значение 
практически равно нулю. Известно, что для подобной системы волновой процесс имеет 
характер стоячих волн, что сильно отличает такую систему от случая прогрессивных волн, 
показанного на рис. 3a-b.  
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Рис. 3a. Относительная энергия при ε=0.13 и 

а=0.01 см 
Fig. 3a. Relative energy at ε=0.13 and a=0.01 cm 

Рис. 3b. Относительная энергия для геометрии 
ε=0.67 при а=0.01 см 

Fig. 3b. Relative energy for non-largeAR case at 
ε=0.67 a=0.01 cm 

  

Рис. 3c. Относительная энергия на первой 
критической частоте ߱௖ଵ=0.13N при ε=0.13 и 

а=0.01 см 
Fig. 3c. Relative energy on the second critical 
frequency ߱௖ଵ=0.13N at ε=0.13 and a=0.01 

Рис. 3d. Относительная энергия на второй 
критической частоте ߱௖ଶ=0.18N при ε=0.13 и 

а=0.01см 
Fig. 3d. Relative energy on the second critical 

frequency ߱௖ଶ=0.18N at ε=0.13 a=0.01 
Тем не менее, даже в режиме с малым входным возмущением, при котором динамика 
системы близка к линейной (рис. 3a), можно наблюдать несколько пиков частотного спектра 
(рис. 4), который имеет линейчатый характер.  

 
Рис. 4. Спектр при ε=0.13, а=0.01 см 

Fig. 4. Spectrum at a=0.01 cm 
Это, по-видимому, является следствием удлиненной формы области, поскольку в линейном 
случае при сравнимых масштабах высоты и горизонтальной длины (аспектное отношение 
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порядка единицы) частотный спектр волновго движения содержит лишь одну частоту, а при 
большой аплитуде возмущения бало зафиксировано наличие компоненты с удвоенной 
частотой [6]. Частотно-временной спектр в дотурбулентном режиме остается относительно 
простым, видны только составляющие на нескольких первых гармониках, кратных частоте 
возмущения (рис. 5). 

 
Рис. 5. Частотно-временная диаграмма 

Fig. 5. Time-frequency diagram  

Амплитуда a=0.14 мм соответствует переходному режиму между линейным ламинарным 
режимом и нелинейным режимом волновой турбулентности. При такой амплитуде волновой 
аттрактор визуально не просматривается (рис. 6). 

 
Рис. 6. Поле вертикальных скоростей при а=0.14 см 

Fig. 6. Vy at a=0.14 cm 
На рис. 6 видно, что показанная пунктиром структура аттрактора, характерная для линейного 
режима (рис. 2), полностью размыта, волновое движение имеет характер развитой волновой 
турбулентности. График зависимости безразмерной кинетической энергии ܧ от времени, 
показан на рис. 7. На начальном этапе среднее значение энергии испытывает характерный 
рост, который останавливается на уровне 700 ~ܧ, как и для слаботурбулентного режима, 
после чего величина энергии остается постоянной до значений времени порядка 125 
периодов возмущающего воздействия. Интересный эффект наблюдается в процессе 
дальнейшей эволюции: по достижении (t ~ 125T0) среднее значение безразмерной энергии 
начинает с умеренной скоростью расти с одновременным увеличением амплитуды колебаний 
вокруг него. Можно предположить, что на больших временах происходит запуск каскада 
нелинейных волновых взаимодействий, вследствие чего в системе возникают существенные 
по величине субгармонические компоненты поля внутренних волн.  
Вопрос о том, какому режиму движения соответствует наибольшее значение средней 
энергии, остается открытым, в расчетах, представленных на рис. 7, процесс на больших 
временах далек от насыщения, кроме того, нельзя исключать возможность появления 
следующего каскада нелинейных волновых взаимодействий на больших временных 
масштабах. На первый взгляд кажется, что развитие волновой турбулентности в системе 
вследствие каскада волновых взаимодействий должно «размывать» все структуры и мешать 
повышению среднего энергии в системе, поскольку дочерние волны подпитываются 
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энергией из основной волны, соответствующей частоте возмущающего воздействия. Однако 
представленные на рис. 7 результаты расчетов показывают, что в режиме слабой волновой 
турбулентности [21] возможна «накачка» системы с увеличением среднего уровня энергии.  

 
Рис. 7. Относительная кинетическая энергия при а=0.14 см 

Fig. 7. Relative kinetic energy at a=0.14 cm 
Режим развитой волновой турбулентности в изучаемой системе соответствует значению 
a=0.20 мм. Для наглядности на графике энергии (рис. 8) приведены первые две эмпирические 
моды. В сценарии развития турбулентного режима можно выделить следующие этапы: 1) 
первичная аккумуляция волновой энергии к волновому аттрактору. При этом неустойчивость 
ламинарного волнового аттрактора начинает развиваться еще до достижения максимума 
средней кинетической энергии; 2) установление первичного турбулентного режима, при 
котором вначале средняя кинетическая энергия и величина пульсаций несколько проседают, 
но затем на протяжении примерно 50-ти периодов внешних воздействий в среднем 
качественно не меняются; 3) на фоне сформировавшегося во втором этапе режима начинается 
рост новой неустойчивости. На рис. 8 он проявляется в виде роста второй моды EMD 
разложения. Удивительно, что при этом начинает существенно расти не только величина 
пульсаций, но и сама средняя кинетическая энергия. 

 
Рис. 8. Кинетическая энергия при а=0.20 см 

Fig. 8. Kinetic energy at a=0.20 cm 

На рис. 9a-c отражена зависимость осредненных по жидкому объему  интегральных величин 
от амплитуды внешнего воздействия. Полная кинетическая энергия (рис. 9а) и диссипация 
(рис. 9b) растут с увеличением амплитуды возмущающего воздействия. Относительная 
энергия ܧ демонстрирует необычное поведение. Немонотонное поведение зависимости 
относительной энергии от амплитуды, вероятно, связано со сменой характера волновой 
турбулентности. 
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Рис. 9a. Средняя кинетическая энергия (полная 
энергия, нормированная на объем области и 
осредненная по времени после установления 

периодического режима) 
Fig. 9a. Mean energy 

Рис. 9b. Относительная энергия 
Fig. 9b. Relative energy 

Рис. 9c. Диссипация 
Fig. 9c. Dissipation 

4. Заключение 
Возникновение волновых аттракторов при большом соотношении между длиной и глубиной 
стратифицированного водоема (расчетной либо экспериментальной области) представляет 
собой большой интерес как с практической, так и с теоретической точек зрения. По 
сравнению с изученным на лабораторных масштабах модельным случаем областей, 
имеющих сопоставимые масштабы в вертикальном и горизонтальном направлениях, случай 
большого аспектного соотношения соответствует более типичной для природных систем 
(океан, озеро) геометрии. В случае удлиненной в горизонтальном направлении геометрии 
оказывается, что величина безразмерной энергии, аккумулированной в системе, может 
возрастать еще на порядок. При этом даже при сравнительно малой амплитуде входного 
воздействия имеется тенденция к развитию в системе неустойчивости, при которой возникает 
частотные спектры, имеющие развитый набор супергармоник.  

В режимах развитой волновой турбулентности в расчетах наблюдается неожиданно высокое 
значение средней безразмерной энергии системы, т.е. имеет место «накачка» системы до 
высокого энергетического уровня, причем имеет место полная потеря визуальной структуры 
волновых аттракторов, а также уменьшение относительного вклада компоненты, 
соответствующей частоте возмущения, в суммарную энергию системы. Проведенные 
исследования наглядно показали, что несмотря на то, что в турбулентных режимах с большим 
отношением масштабов визуально аттрактор не наблюдается, концентрация кинетической 
энергии оказывается даже выше, чем в ламинарных режимах. 
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