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Аннотация. В работе предложен алгоритм решения задачи мелкой воды, реализованный на основе 
центрально-разностной по пространству и явной одношаговой по времени схемы, устойчивость 
которой достигается методом FCT. Показано, что при решении задачи о распаде разрыва 
цилиндрического столба жидкости в мелком бассейне, предложенный метод является устойчивым, 
сравним по точности с методом Мак–Кормака превосходя его по производительности. 
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Abstract. The paper proposes an algorithm based on central differences and FCT correction for solving the 
shallow water problem. The results of numerical testing were compared with known data. The comparison 
showed that the proposed algorithm has similar accuracy with other methods. A comparison of the speed of the 
proposed algorithm and a similar one based on the McCormack method is given. The conclusion is made about 
the superiority in speed over the McCormack method with the same accuracy. 
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1. Введение 
Ведение хозяйственной деятельности на пойменных территориях часто влияет на 
гидродинамические характеристики реки. Поэтому верные и точные количественные оценки 
влияния хозяйственной деятельности в руслах и поймах рек важны для научного обоснования 
предлагаемых проектных решений. Математическое моделирование гидравлики речных 
процессов часто происходит в рамках теории мелкой воды. В данной работе используется 
плановая постановка задачи мелкой воды. 
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Из-за гиперболических свойств уравнений мелкой воды большой интерес вызывают методы, 
способные давать монотонное и консервативное решение задачи Римана при распаде 
гидравлического разрыва. За последние сто лет было предложено множество способов 
численного решения задачи Римана с порядком точности выше первого. Например, такие как 
схемы Лакса [1] и Лакса—Вендоффа [2], Мак-Кормака [3], введение искусственной вязкости 
[4, 5]. 
В работе Годунова [6] было показано, что невозможно получить линейный метод решения с 
порядком точности выше первого. Дальнейшие исследования пошли в направлении создания 
нелинейных методов решения. Были предложены такие методы, как FCT [7, 8], TVD [9, 10]. 
В данной работе метод, описанный в [11], расширен для решения задачи мелкой воды. 
Произведено сравнение метода по производительности с другими применяемыми методами. 

2. Постановка задачи 
В области Ωሺ0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,  0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑚ሻ с границами Γ, решается задача мелкой воды. 
Математическая модель задачи определяется системой дифференциальных уравнений [12]: ∂𝑄∂𝑡 + ∂𝐹  ∂𝑥  + ∂𝐺  ∂𝑦 = Λ,    ሺ1ሻ 

 Λ =    0−λ ඥ𝑢ଶ + 𝑣ଶ𝑢−λ ඥ𝑢ଶ + 𝑣ଶ𝑣 .    ሺ3ሻ 
где Q — вектор консервативных переменных, F и G — векторы потоков вдоль осей x и y, Λ — 
вектор гидравлического сопротивления; 𝑞௫,  𝑞௬ — компоненты вектора расходов воды (м2/c), h — глубина (м), ζ — уровень дна канала (м), g — ускорение свободного падения (м/с2), λ — 
коэффициент гидравлического трения; u = ೣ  и v =   (м/с). 
На границе Γ области Ω заданы условия: ∂h∂x n୶ + ∂h∂y n୷ = hሺx, y, tሻ.    ሺ4ሻ 
 n୶ и n୷ — компоненты вектора нормали на границе Γ. 
В начальный момент времени заданы распределение компонент вектора расхода и глубина: 𝑞௫ሺ𝑥,𝑦, 0ሻ = 𝑞௫బሺ𝑥,𝑦ሻ,   𝑞௬ሺ𝑥,𝑦, 0ሻ = 𝑞௬బሺ𝑥,𝑦ሻ,   hሺ𝑥,𝑦, 0ሻ =  ℎሺ𝑥,𝑦ሻ,   x, y ∈ Ω.    ሺ5ሻ 
3. Метод решения 
Для решения задачи (1)–(5) предлагается использовать явную схему конечных разностей: 
разность вперед по времени и центральная разность по пространству. Монотонность решения 
центрально-разностной схемы обеспечивается методом FCT. 
При решении задачи (1)–(5) для расчетной области Ω вводится дискретный аналог: 𝑥 = Δ𝑥 ⋅𝑖,   i = 0 … 𝐿, 𝑦 = Δ𝑦 ⋅ 𝑗,   j = 0 …𝑀, 𝑡 = Δ𝑡 ⋅ 𝑛,   n = 0 …𝑁. Здесь Δ𝑥 = ଵ, Δ𝑦 = ଵெ, — шаги 
сетки по пространству, Δ𝑡 — по времени; l,  m — длинна и ширина области, L,  M — 
количество узлов по осям x и y, N — количество узлов по времени.  
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Ниже приведен алгоритм для решения задачи (1) – (5). 
Шаг 1. Вычисление предварительного решения  𝑄, ା = 𝑄, − 12 Δ𝑡Δx ൫𝐹ାଵ, − 𝐹ିଵ, ൯  −  12 Δ𝑡Δy ൫𝐺,ାଵ − 𝐺,  ି ଵ ൯ + Δ𝑡Λ,  

Шаг 2. Вычисление диффузионных  𝑓,ௗ = ν,൫𝑄ାଵ, − 𝑄, ൯, 𝑔,ௗ = μ,൫𝑄,ାଵ − 𝑄, ൯, 
и антидиффузионных потоков 𝑓,ௗ = χ,൫𝑄ାଵ,ା − 𝑄,ା ൯, g୧,୨ୟୢ = κ୧,୨൫Q୧,୨ାଵା − Q୧,୨ା ൯, 
где  ν୧,୨ = η + ηଵ α୧,୨ଶ ,   μ୧,୨ = η + ηଵ ϵ୧,୨ଶ ; χ୧,୨ = η + ηଶ α୧,୨ଶ ,   κ୧,୨ = η + ηଶ ϵ୧,୨ଶ ; η = 16 ,   ηଵ = 13 ,   ηଶ = 16 ; α୧, ୨ = u୧ାଵ, ୨୬   +  u୧, ୨୬2   ΔtΔx ,   ϵ୧, ୨ = 𝑣, ାଵ   +  𝑣, 2   Δ𝑡Δ𝑦. 
Шаг 3. Диффузия решения Q୧,୨∗ = Q୧,୨ା + f୧,୨ୢ − f୧ିଵ,୨ୢ + g୧,୨ୢ − g୧,୨ିଵୢ . 
Шаг 4. Расчет первых разностей Δ୶Q୧,୨∗ = Q୧,୨∗ − Q୧ିଵ,୨∗ , Δ୷Q୧,୨∗ = Q୧,୨∗ − Q୧,୨ିଵ∗ . 
Шаг 5. Ограничение антидиффузионных потоков f୨ୡୟୢ = S୧,୨ max൛0, minൣS୧,୨ Δ୶Q୧ିଵ,୨∗ , หf୧,୨ୟୢห, S୧,୨ Δ୶Q୧ାଵ,୨∗ ൧ൟ, g୨ୡୟୢ = S୧,୨ max ቄ0, min ቂS୧,୨ Δ୷Q୧,୨ିଵ∗ , g୧,୨ୟୢቚ, S୧,୨ Δ୷Q୧,୨ାଵ∗ ቃቅ ; S୧,୨ = sign f୧,୨ୟୢ,   S୧,୨ = sign g୧,୨ୟୢ. 
Шаг 6. Антидиффузионная коррекция решения Q୧,୨୬ାଵ = Q୧,୨∗ − ൫f୧,୨ୡୟୢ − f୧ିଵ,୨ୡୟୢ + g୧,୨ୡୟୢ − g୧,୨ିଵୡୟୢ ൯. 
Устойчивость решения определяется следующим условием: Δt  ≤  C minሺΔx,Δyሻඥu௫ଶ + 𝑣௫ଶ + gଶh௫ଶ . 
Здесь C – число Куранта. 

4. Тестирование и результаты 
Тестирование предложенного алгоритма выполнено на классических тестовых задачах, 
приведенных в работах [13] и [16]. 

4.1 Распад разрыва над горизонтальным дном 
Первым тестом является решение одномерной задачи о распаде разрыва над ровным дном 
[13]. Рассматривается плоское одномерное течение жидкости в канале длины l = 240  м с 
плоским дном ζ = const. В начальный момент в центре области задается разрыв уровня воды, 
разделяющий два однородных состояния с высотой h = h слева и h = hୖ справа от разрыва; 
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справа и слева от разрыва жидкость неподвижна: u = uୖ = 0, h = 10 м, hୖ = 1 м. 
Параметры сетки: l  =  240 м и m  =  50 м; Δx  =  0,25 м и Δy  =  0,25 м, Δt  =  0,001 с. 

 
Рис. 1. Уровень глубины в задаче о распаде начального разрыва при 𝑡 = 10 с. 

Fig. 1. Depth level in the initial discontinuity decay problem at 𝑡 = 10 s 
Результаты в виде графика глубины приведены для момента времени t  =  10 с на рис. 1. 

4.2 Задача о распаде цилиндрического разрыва 
Второй тест выполнен на задаче об изменение уровня свободной поверхности при 
разрушении цилиндрического столба несжимаемой невязкой жидкости в мелком бассейне 
[13–15]. На рис. 2 представлена расчетная область Ω. 
На границе Γ области Ω заданы условия свободного протекания: ∂h∂x n୶ + ∂h∂y n୷ = 0. 
В начальный момент времени заданы распределение компонент вектора расхода и глубина: q୶ሺx, y, 0ሻ = 0,   q୷ሺx, y, 0ሻ = 0,  hሺx, y, 0ሻ = ൜ℎ , при xଶ + yଶ ≤ rଶh, при xଶ + yଶ  rଶ , 𝑥, 𝑦 ∈ Ω. 

 
Рис. 2. Схема расчетной области задачи о распаде цилиндрического разрыва. 

Fig. 2. Scheme of the computational domain of the cylindrical discontinuity decay problem  
Тестирование проведено при следующих параметрах: l  =  50 м и m  =  50 м; Δx  =  0,25 м и Δy  =  0,25 м, Δt  =  0,001 с; r  =  10 м — радиус цилиндрического столба жидкости с 
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центром в точке ሺxୡ, yୡሻ; hୡ = 2 м — глубина в начальный момент времени в пределах столба, 
и h = 0,5 м — глубина для остальной части области.  

 
Рис. 3. Тест задачи о распаде цилиндрического разрыва при 𝑡  =  1 с. 

Fig. 3. Test of cylindrical discontinuity decay problem at 𝑡  =  1 s. 

 
Рис. 4. Тест задачи о распаде цилиндрического разрыва при 𝑡  =  2,5 с. 

Fig. 4. Test of cylindrical discontinuity decay problem at 𝑡  =  2,5  s 
Результатами расчетов являются значения функции h. На рис. 3 приведены результаты для 1 
с: график профиля функции h от центра до края области (3a) и проекция распределения 
глубины на плоскость Oxy (3b). Результаты расчетов показывают, что алгоритм плохо 
улавливает перепады при выбранных шагах по пространству. Это особенно заметно на 
графике профиля глубины для 2,5 с (рис. 4), что можно связать с особенностями метода 
антидиффузионной коррекцией потока.  
Проекции глубины демонстрируют равномерное, симметричное распространение волны по 
всем направлениям. Полученные результаты подтверждают применимость алгоритма к 
решению задачи мелкой воды в областях, содержащих распад разрыва. 

4.3 Течения с бугром на дне 
В данном тесте выбраны следующие параметры: l = 25 м и m = 15 м; Δx = 0,25 м и Δy =0,25 м, Δt = 0,001 с. Рельеф дна задан по формуле, приведенной в [13]: ζሺxሻ = ൜0,2 − 0,05ሺ𝑥 − 10ሻଶ, 𝑙/3 ൏ 𝑥 ൏ 𝑙/2;0, иначе.  
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Начальные условия: u = 0, ζ + h = 2 м. При x = 0 расход равен 𝑞௫ = 4,42 м2/с, а при x = 25 
м глубина h = 2 м.  
Точное решение h = h ሺ𝑥ሻ можно найти с помощью соотношения [13]: ℎଷ + ቆζ − 𝑞ଶ2𝑔ℎ௨௧ଶ − ℎ௨௧ቇ ℎଶ + 𝑞ଶ2𝑔 = 0. 

 
Рис. 5. Уровень глубины в задаче о течении с бугром на дне (докритический режим) при 𝑡 = 10 с. 
Fig. 5. Depth level in the problem of a flow with a hillock at the bottom (subcritical regime) at 𝑡 = 10 s 

Результаты приведены для момента времени 𝑡  =  10 с на рис. 5. При времени равном 10 
секундам течение является установившимся. При этом рассчитанные значения совпадают с 
точным решением. 

5. Заключение 
В работе предложен метод решения плановой задачи мелкой воды. Метод реализован на 
основе центрально-разностной по пространству и явной одношаговой по времени схемы, 
устойчивость которой достигается использованием метода антидиффузионной коррекции 
потоков FCT. 
Работа метода продемонстрирована на примере решения классических тестовых задачах, 
приведенных в работах [13] и [16]. Результаты моделирования сравнивались с известными 
данными [13-16]. Сравнение показало, что предложенный метод имеет сравнимую точность 
решения. 
Приведенный алгоритм был реализован на языке С# и платформе .Net 6. Для сравнения 
скорости вычислений также был реализован метод Мак-Кормака с использованием FCT. 
Измерения показали, что скорость вычислений предложенного алгоритма на 40 процентов 
выше. 
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