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1. Введение 

Классическая проблема поиска ближайшего соседа формулируется следующим образом: 

задано подмножество 𝑽 вещественного векторного пространства размерности 𝐷 с заданной 

метрикой ρ и состоящее из 𝑁 векторов. Также имеется подмножество M векторного 

пространства V и элемент b ∈ V, требуется найти a ∈ M, ближайший к b. Данная проблема и 

ее решение является центральной проблемой в вычислительной геометрии. 

Быстрое вычисление ближайших соседей активно изучается в рамках научных направлений 

машинного обучения. Наиболее наивная реализация поиска соседей включает в себя грубое 

вычисление расстояний между всеми парами точек в наборе данных, этот подход имеет 

сложность 𝑂(𝐷𝑁2). Однако, поскольку количество выборок N растет, подход грубой силы 

быстро становится невозможным. 

Для решения проблемы вычислительной неэффективности подхода грубой силы были 

изобретены различные древовидные структуры данных. Эффективное кодирование 

совокупной информации о расстоянии позволяет сократить необходимое количество 

вычислений расстояния в выборке благодаря использованию древовидных структур данных. 

Основная идея заключается в том, что если точка A очень далека от точки B, и точка B очень 

близка к C, то мы знаем, что точки A и C очень далеки, без необходимости явно вычислять 

их расстояние. Таким образом, вычислительная стоимость поиска ближайших соседей может 

быть снижена до 𝑂(𝐷𝑁 log 𝑁) или лучше. Это значительное улучшение по сравнению с 

грубой силой для больших N. 

В литературе также изучается модифицированная задача поиска приблизительного 

ближайшего соседа. В приблизительном поиске соседа на расстоянии r, структура данных 

должна сообщать о точке на расстоянии 𝑐𝑟 от заданной точки 𝒃 для некоторой константы 𝑐 >
1, но только в случае, если существует точка на расстоянии 𝑟 от 𝒃. Будем называть эту 

проблему (𝑟, 𝑐) -ближайшим соседом (nearest neighbor, NN) 

В работе [6] представлен LSH алгоритм поиска ближайшего соседа, который использует 

𝑂(𝐷𝑁1+1/𝑐) подготовительных операций, объем памяти 𝑂(𝐷𝑁 + 𝑁1+1/𝑐) и 𝑂(𝐷𝑁1/𝑐) 

операций по поиску ближайшего сосед. Используя уменьшение размерности [7], число 

операций поиска ближайшего соседа можно дополнительно сократить до 𝑂(𝐷 + 𝑁1/𝑐), а 

сложность предварительной обработки сократить до 𝑂(𝐷𝑁 + 𝑁1+1/𝑐). Алгоритм LSH 

успешно использовался в нескольких прикладных сценариях, включая вычислительную 

биологию [8-9] и ссылки в них или [10: 414]. 

В работе [1] был представлен новый подход к решению задачи поиска K-ближайших соседей 

(KNN) [5] для случая модульной метрики, который предлагает использование кодовых 

конструкций. Предложенный метод свел задачу классификации к процедуре декодирования 

кодов в модульной метрике, которая была описана в работе [2]. Модульную метрику также 

называют метрикой Манхэттена или 𝑙1 метрикой. 

Как было отмечено в [1], модульная метрика имеет ряд преимуществ по сравнению с 

метрикой Евклида для пространств с большой размерностью, что дает дополнительный 

аргумент для ее использования в задачах классификации на таких пространствах. Метод K-

ближайших соседей, как отмечено в [4] является наиболее точным для решения задач 

классификации по сравнению с альтернативными методами, однако его применение 

ограничено алгоритмической сложностью, которая у известных вариантов реализации KNN 

зависит от объема обучающей выборки. 

Предположим, что объем обучающей выборки 𝑽 равен 𝑁. Для поиска ближайшего 

расстояния необходимо перебрать все объекты из обучающей выборки, рассчитать для 

каждого из них расстояние до тестового объекта 𝒇 и затем найти минимум. Сложность такого 

поиска линейная по 𝑁 и зависит от размерности пространства признаков 𝐷. 
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Предположим, что значение каждого признака имеет определенные границы т.е. 

минимальное значение и максимальное значение. Разницу между максимальным и 

минимальными значениями будем называть диапазоном признака. Проведем операцию 

нормирования каждого признака, то есть приведем минимальное значение к нулю, а 

максимальное к единице путем вычитания минимального значения из всех значений и 

деления результата на диапазон. Для перехода к целым числам будем считать, что значения 

отрезка от нуля до единицы разделены на Z равномерных интервалов. Пусть {0, 1, 2, … , 𝑍 −
1} ≡ 𝑍 Если 𝒇 ∈ 𝑍𝐷 , то сложность такого алгоритма поиска 𝑂(𝑁𝐷). В типичной задаче 

машинного обучения количество признаков 𝐷 может быть порядка 100, а размер выборки 

может исчисляться десятками и сотнями тысяч объектов. Такая сложность является 

сдерживающим фактором для реализации метода в приложениях промышленного интернета 

вещей на устройствах, где нужно малое время реакции системы, энергоэффективность и 

низкие требования к «железу». Всё это означает, что для решения проблемы KNN возникает 

необходимость в более быстрых методах поиска ближайших соседей, чем простой перебор. 

Переход к кодам в модульной метрике, предложенный в работе [1], дает возможность 

решения задачи классификации методом KNN с полиномиальной сложностью от 

размерности обучающей выборки, что открывает новые перспективы для использования 

KNN в машинном обучении, особенно для больших объемов данных и больших размерностей 

выборки. Использование кодов в модульной метрике в конкретных приложениях для KNN 

зависит от того, насколько эффективность теоретического подхода, описанного в работе [1], 

будет сохранена при практической реализации. Для такой реализации в данной работе 

предлагается использование суффиксной конструкции кодов в модульной метрике, которая 

была описана в статье [3] 

Сложность решения задачи поиска ближайшего соседа для выборки 𝐕 размерности 𝐷 с 

заданной метрикой ρ и состоящее из 𝑁 векторов при больших значениях 𝑁 может быть 

существенно снижена при проведении предварительной обработки выборки 𝐕. В качестве 

такой обработки может быть использована кластеризация выборки 𝐕, описание которой 

приводится в следующем разделе. 

2. Задача кластеризации 

Задача кластеризации (или обучения без учителя) заключается в следующем. Задано 

множество 𝑽 размерности 𝐷 с заданной метрикой ρ, и состоящее из 𝑁 векторов. Требуется 

разбить выборку на непересекающиеся подмножества, называемые кластерами, так, чтобы 

каждый кластер состоял из объектов, близких по метрике ρ, а объекты разных кластеров 

существенно отличались. При этом каждому объекту 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽  приписывается 

метка (номер) кластера 𝒚𝒂 ∈ 𝒀. Алгоритм кластеризации — это функция 𝑽 → 𝒀, которая 

любому объекту 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽 ставит в соответствие метку кластера 𝒚𝒂 ∈ 𝒀. 

Множество меток Y в некоторых случаях известно заранее, однако чаще ставится задача 

определить оптимальное число кластеров, с точки зрения того или иного критерия качества 

кластеризации. 

Имеются многочисленные обзоры работ в области кластерного анализ, например, статьи [11-

14]. Ляо в 2005 году [16] опубликовал обзор методов кластеризации для данных временных 

рядов. 

Решение задачи кластеризации принципиально неоднозначно, и тому есть несколько причин. 

Во-первых, не существует однозначно наилучшего критерия качества кластеризации. 

Известен целый ряд достаточно разумных критериев, а также ряд алгоритмов, не имеющих 

чётко выраженного критерия, но осуществляющих достаточно разумную кластеризацию «по 

построению». Все они могут давать разные результаты. Во-вторых, число кластеров, как 

правило, неизвестно заранее и устанавливается в соответствии с некоторым субъективным 
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критерием. В-третьих, результат кластеризации существенно зависит от метрики ρ, выбор 

которой, как правило, также субъективен и определяется экспертом. 

Для решения в дальнейшем задачи поиска ближайшего соседа мы будем использовать такие 

цели кластеризации как: 

 упростить дальнейшую обработку данных и принятия решений, работая с каждым 

кластером по отдельности; 

 сократить объём хранимых данных в случае сверхбольшой выборки 𝑽, оставив по 

одному наиболее типичному представителю от каждого кластера. 

В первом случае число кластеров стараются сделать поменьше. Во втором случае важнее 

обеспечить высокую степень сходства объектов внутри каждого кластера, а кластеров может 

быть сколько угодно.  

Во всех этих случаях может применяться иерархическая кластеризация, когда крупные 

кластеры дробятся на более мелкие, те в свою очередь дробятся ещё мельче и так далее. Такие 

задачи называются задачами таксономии (taxonomy). Результатом таксономии является не 

простое разбиение множества объектов на кластеры, а древообразная иерархическая 

структура. Вместо номера кластера объект характеризуется перечислением всех кластеров, 

которым он принадлежит, от крупного к мелкому. Мы будем рассматривать алгоритмы 

иерархической кластеризации, позволяющие автоматизировать процесс построения 

таксономий. 

Задачу кластеризации можно ставить как задачу дискретной оптимизации: необходимо так 

приписать номера кластеров 𝒚𝒂 ∈ 𝒀 каждому объекту 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽, чтобы 

значение выбранного функционала качества приняло наилучшее значение. Существует 

много разновидностей функционалов качества кластеризации, но нет «самого правильного» 

функционала.  

Если алгоритм кластеризации вычисляет центры кластеров 𝜇(𝒚𝒂), 𝒚𝒂 ∈ 𝒀, то можно 

определить функционал суммы средних внутрикластерных расстояний: 

Ф0(𝜇, 𝑉) = ∑
1

|𝐾𝑦|
𝑦∈𝑌

 ∑ 𝜌(𝑎, 𝜇(𝑦𝑎))

𝑎|𝑦𝑎=𝑦 

→ 𝑚𝑖𝑛 

где 𝐾𝑦 = {𝑎 ∈ 𝑉|𝑦𝑎 = 𝑦} — кластер с номером 𝑦. 

Также можно определить функционал суммы межкластерных расстояний: 

Ф(𝜇) = ∑ 𝜌(𝑧1, 𝑧2)

𝑧1,𝑧2∈𝜇(𝑌) 

 

На практике вычисляют отношение пары функционалов, чтобы учесть, как межкластерные, 

так и внутрикластерные расстояния: 

Ф0

Ф1

→ 𝑚𝑖𝑛,
Ф1

Ф0

→ 𝑚𝑎𝑥 

Будем в дальнейшем считать, что проведена дискретизация компонент векторов 𝒂 =
(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽 на 𝒁 уровней. Это позволяет использовать мощный алгебраический 

аппарат конечных полей и строить кодовые конструкции, описанные в следующем разделе.  

3. Описание суффиксной конструкции кодов в модульной метрике для 
решения задачи классификации методом KNN 

Пусть задано множество 𝑽 состоящее из 𝑁 векторов 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝐕, 𝒃 =
(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝐷) ∈ 𝑽. Каждый вектор множества 𝑽 состоит из 𝐷  компонентов над 
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подмножеством целых чисел 𝑎𝑖 ∈ {0,1,2, … 𝑍 − 1} ≡ 𝒁,  𝑏𝑖 ∈ {0,1,2, … 𝑍 − 1} ≡ 𝒁. Расстояние 

в модульной метрике между векторами 𝒂 и 𝒃 определяется по формуле 

𝑑𝑀(𝒂, 𝒃) = ∑|𝑎𝑖 − 𝑏𝑖|

𝐷

𝑖=1

 

Определим отношение 𝒂 ≫ 𝒃 ∶  {𝑎𝑖 ≥ 𝑏𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐷} и отношение  𝒂 ≪ 𝒃 ∶  {𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤
𝐷}. Если 𝑑𝑀(𝒂, 𝒃) = 𝑡 и 𝒂 ≫ 𝒃 (𝒂 ≪ 𝒃) будем говорить, что вектор 𝒂 получен из вектора 𝒃 

путем 𝑡 увеличивающих (уменьшающих) вес ошибок в модульной метрике. Такие ошибки 

будем называть однонаправленными ошибками. 

Будем называть подмножество векторов ℂ ⊂ 𝑽 кодом, исправляющим 𝑡 увеличивающих 

(уменьшающих) вес ошибок в модульной метрике если выполняются условия ∀ 𝒂 ∈ ℂ, ∀ 𝒃 ∈
ℂ, ∄ 𝒄 ∈ 𝑽: 𝒄 ≫ 𝒂, 𝒄 ≫ 𝒃 (𝒄 ≪ 𝒂, 𝒄 ≪ 𝒃 ), 𝑑𝑀(𝒂, 𝒄) ≤ 𝑡, 𝑑𝑀(𝒃, 𝒄) ≤ 𝑡 

Пусть задано конечное поле из Q элементов 𝐺𝐹(Q) и выполняется условие Q > 𝑍, т.е. 

мультипликативная группа поля должна содержать не менее Z элементов. Пусть заданы 

множество различных ненулевых элементов поля 𝐿 = {𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝐷} ⊂ 𝐺𝐹(Q) которое будем 

называть множеством локаторов и множество различных ненулевых элементов поля 𝑆 =
{𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑇} ⊂ 𝐺𝐹(Q) которое будем называть множеством суффиксов. Для 1 ≤ 𝑡 ≤ T будем 

обозначать подмножества мощности 𝑡 ∶  𝑆𝑡 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑡} ⊆ {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑇}. Будем считать, 

что  𝐿 ∩ 𝑆 = ∅. Определим отображение вектора 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝐷) ∈ 𝑽 в локаторный 

полином 𝑢(𝑥) 

𝑢(𝑥) = ℱ(𝒖) ≜ ∏ (1 −
𝑥

𝑙𝑖

)
𝑢𝑖

𝐷

𝑖=1

 

Для подмножества суффиксов 𝑆𝑡 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑡} определим суффиксный полином  

𝑠𝑡(𝑥) ≜ 𝑥 ∏ (1 −
𝑥

𝑠𝑖

)

𝑡

𝑖=1

 

Обозначим 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑠(𝑥)) − множество корней полинома 𝑠(𝑥). Из определения полиномов 

𝑢(𝑥) и 𝑠𝑡(𝑥) следует, что 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢(𝑥)) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑠𝑡(𝑥)) = ∅. Обозначим 𝑓(𝑥) фиксированный 

полином от формальной переменной 𝑥 с коэффициентами над полем 𝐺𝐹(Q), который 

является остатком некоторого локаторного полинома 𝑢(𝑥) с коэффициентами над полем 

𝐺𝐹(Q) по модулю полинома 𝑠𝑡(𝑥).  

𝑓(𝑥) =  𝑢(𝑥) 𝑚𝑜𝑑 𝑠𝑡(𝑥) 

В работе [3] доказываются две теоремы, важные для дальнейших рассуждений.  

Теорема 1. 

Код ℂ𝒇 = {𝒖 ∈ 𝑽: 𝑢(𝑥) ≡ 𝑓(𝑥) 𝑚𝑜𝑑 𝑠𝑡(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝓕𝑸/𝑠𝑡(𝑥) } исправляет не менее 𝑡 

однонаправленных ошибок в модульной метрике. 

Теорема 2. 

Код 𝓑𝜹 

𝓑𝜹 = {𝒄 ∈ ℂ: ∑|с𝑖|

𝐷

𝑖=1

 ≡  𝛿 𝑚𝑜𝑑 (2𝑡 + 1), 0 ≤  𝛿 ≤ 2𝑡 } 

исправляет не менее 𝑡 ошибок в модульной метрике. 

Из определения суффиксного полинома 𝑠𝑡(𝑥), локаторного полинома 𝑢(𝑥), а также 

китайской теоремы об остатках следует, что соответствующий 𝑓(𝑥) однозначно определяется 
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𝑡 вычетами полинома 𝑢(𝑥) по модулю полиномов (1 − 𝑥𝑠𝑖
−1), 1 ≤  𝑖 ≤ 𝑡. Каждый такой 

вычет является ненулевым элементом поля 𝐺𝐹(Q). Нулевой вычет невозможен, поскольку 

что 𝐿 ∩ 𝑆 = ∅. Будем обозначать для полинома 𝑢(𝑥) такие ненулевые вычеты 𝑢𝑖
∗  ≡

𝑢(𝑥) 𝑚𝑜𝑑 (1 − 𝑥𝑠𝑖
−1), 1 ≤  𝑖 ≤ 𝑡. Таким образом получаем отображение 𝕴 произвольного 

вектора 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝐷) ∈ 𝑽 в вектор ненулевых вычетов 𝒖∗ = (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗). 

𝕴(𝐮) ≜ (𝑢1
∗ , 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗) 

Из утверждения Теоремы 1 следует, что вектору ненулевых вычетов 𝒖∗ = (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗) 

соответствует либо свой код ℂ, исправляющий не менее 𝑡 однонаправленных ошибок в 

модульной метрике, поскольку каждый 𝑓(𝑥) ∈ 𝓕𝑸/𝑠𝑡(𝑥)  однозначно описывается своим 

вектором вычетов, либо вектору ненулевых вычетов 𝒖∗ = (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗) соответствует 

пустое множество ∅. Аналогично из утверждения Теоремы 2 следует, что каждому вектору 

ненулевых вычетов 𝒖∗ = (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗) и целому числу 0 ≤  𝛿 ≤ 2𝑡 соответствует либо свой 

код 𝓑, исправляющий не менее 𝑡 произвольных ошибок в модульной метрике, либо пустое 

множество ∅. Сформулируем данные утверждения в виде Следствий. 

Следствие из Теоремы 1. 

Пусть задан вектор (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗), 𝑢𝑖

∗ ∈ 𝐺𝐹(Q), 𝑢𝑖
∗ ≠ 0, 1 ≤  𝑖 ≤ 𝑡. Тогда либо ℂ = {𝒖 ∈

𝑽: 𝕴(𝐮) ≜ (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗)} исправляет не менее 𝑡 однонаправленных ошибок в модульной 

метрике, либо ℂ ≡ ∅. 

Следствие из Теоремы 2. 

Пусть задан вектор (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗), 𝑢𝑖

∗ ∈ 𝐺𝐹(Q), 𝑢𝑖
∗ ≠ 0, 1 ≤  𝑖 ≤ 𝑡 и задано целое число 0 ≤

 𝛿 ≤ 2𝑡. Тогда либо 𝓑 = {𝒖 ∈ 𝑽: 𝕴(𝐮) ≜ (𝑢1
∗, 𝑢2

∗ , … , 𝑢𝑡
∗), ∑ |𝑢𝑖|

𝐷
𝑖=1  ≡  𝛿 𝑚𝑜𝑑 (2𝑡 +

1) } исправляет не менее 𝑡 произвольных ошибок в модульной метрике, либо 𝓑 ≡ ∅. 

Сформулируем конструкцию для метода KNN с использованием суффиксных кодов в 

модульной метрике, согласно Следствию из Теоремы 2.  

4. Использование суффиксной конструкции кодов в модульной 
метрике для обработки тестовой выборки 

Пусть 𝑁  объем тестовой выборки 𝑽. Выборка содержит 𝐶 различных классов объектов. 

Каждый вектор 𝑽 состоит из 𝐷  компонентов над подмножеством целых чисел {0,1,2, … 𝑍 −
1} ≡ 𝒁. Такую выборку будем обозначать (𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶). Зададим максимальную величину 

ошибок 𝑇, которую будет исправлять кодовая конструкция. Как вариант, можно считать, 

что 𝑇 ≈ 𝑚𝑎𝑥{𝐷, 𝑍}.  Пусть задано 𝐺𝐹(𝑄) и выполняется неравенство 𝑄 > 𝑚𝑎𝑥{𝐷 + 𝑇, 𝑍}. 

Данное условие позволяет обеспечить формирование множества локаторов 𝐿 =
{𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝐷} ⊂ 𝐺𝐹(Q) и суффиксов 𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑇} для которых выполняется условие 𝐿 ∩
𝑆 = ∅. 

Будем строить конструкцию кодов, для исправления 𝑡 ошибок в модульной метрике, где 1 ≤
𝑡 ≤ T. Поставим в соответствие каждой из 𝐷 позиций векторов 𝒗 = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝐷) ∈
𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) ненулевой элемент поля из множества локаторов 𝐿 = {𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝐷} ⊂ 𝐺𝐹(Q). 

Для любого 1 ≤ 𝑡 ≤ T зададим отображение 𝑊(𝒗, 𝑡) вектора 𝒗 = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝐷) в локаторный 

полином степени 𝑡 от формальной переменной 𝒙 над полем 𝐺𝐹(𝑄) по формуле 

𝑊(𝒗, 𝑡) = ∏ (1 −
𝑥

𝑙𝑖

)
𝑣𝑖

𝐷

𝑖=1

𝑚𝑜𝑑 (𝑥 ∏ (1 −
𝑥

𝑠𝑖

)

𝑡

𝑖=1

) 

Значения 𝑠𝑖  выбираются из множества суффиксов 𝑆𝑡 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑡} ⊂ {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑇}. 

Заметим, что младший коэффициент 𝑾(𝒗, 𝑡) всегда равен 1 для любых значений 𝑡 > 1 и 

любого вектора 𝒗 = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝐷) ∈ 𝑽. Число различных полиномов 𝑾(𝒗, 𝑡) не превосходит 

величины (𝑸 − 𝟏)𝒕. 
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5. Обработка обучающей выборки путем иерархической 
кластеризации 

Процедура обработки множества слов 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) производится последовательно для 

подмножеств, соответствующих каждому классу из 𝒀 = {1,2, … 𝐶}. Для дальнейших 

рассуждений выберем класс номер 1 из множества таких классов 𝒀 = {1,2, … 𝐶}. Обработка 

𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) для каждого класса осуществляется последовательно для всех значений 1 ≤ 𝑡 ≤
𝑇, начиная с минимального. 

Для векторов данного класса из множества слов 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) и заданного значения 𝑡 

рассмотрим полином 𝑾(𝒂, 𝒕) для каждого 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽 и заданного множества 

суффиксов 𝑆𝑡 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑡} ⊂ {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑇}.  Выберем наиболее часто встречающийся 

вариант. Обозначим число векторов такого варианта 𝑛1𝑡.  Обозначим такой 

полином 𝑽(𝒙, 𝒕, 𝟏). Согласно Следствию из Теоремы 2, подмножество слов 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶), 

имеющих одинаковый 𝑽(𝒙, 𝒕, 𝟏) является кодом, с исправлением 𝑡 однонаправленных 

ошибок в модульной метрике. Будем обозначать такой код 𝑽1
∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ). 

Проведем процедуру исправления 𝑡 ошибок во всех векторах 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶), относящихся к 

первому классу, чей полином не совпадает с 𝑽(𝒙, 𝒕, 𝟏), т.е. найдем ошибки, которые 

показывают, насколько слово кода 𝑽1
∗ (𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ) отличается от слова 𝒂 =

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶).  Для этого необходимо последовательно предположить, что 

число t произошедших ошибок распределилось между ошибками, увеличивающими вес и 

ошибками, уменьшающими вес, т.е. рассмотреть 2𝑡 + 1 вариантов.  

Производя последовательно 2𝑡 + 1 декодирований, получаем различные варианты кодового 

вектора, ближайшего к анализируемому слову 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝑽, не являющегося 

кодовым. Из полученных вариантов выбираем то кодовое слово, которое находится на 

минимальном расстоянии к анализируемому вектору 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝐕(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶). В 

результате вместо вектора 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈ 𝐕(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) для текущего значения 1 ≤ 𝑡 ≤
T получаем вектор 𝒂∗ = (𝑎1

∗, 𝑎2
∗ , … , 𝑎𝐷

∗ ) ∈ 𝐕1
∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ). Заметим, что 

𝑑𝑀(𝒂∗, 𝒂) = ∑|𝑎𝑖
∗ − 𝑎𝑖|

𝐷

𝑖=1

≤ 𝑡 

В одно слово кода 𝑽1
∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡) может быть декодировано несколько слов 𝐕(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶), 

относящихся к классу 1. Для каждого слова 𝑽1
∗ (𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ) фиксируется сколько слов 

𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) из класса 1 было декодировано в данное слово. Будем называть такое число 

мощностью слова 𝒂∗ = (𝑎1
∗ , 𝑎2

∗ , … , 𝑎𝐷
∗ ) ∈ 𝑽1

∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ). Некоторые слова кода, 

соответствующего полиному 𝑽(𝒙, 𝒕, 𝟏) могут иметь нулевую мощность. Это означает, что в 

них не было декодировано ни одного слова из 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶), относящегося к классу 1. 

Отметим, что для каждого значения 1 ≤ 𝑡 ≤ T и для каждого слова кодов 𝑽1
∗ (𝑛1t, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ) 

определяется свое значение мощности. Множества суффиксов удовлетворяет условию  

𝑆1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑆𝑡−1 ⊂ 𝑆𝑡 ⊂ 𝑆𝑡+1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑆𝑇  

Из данного условия следует, что код, исправляющий 𝑡 + 1 ошибок, является подмножеством 

кода с исправлением 𝑡  ошибок, т.е. выполняется условие 𝑽1
∗ (𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ) ⊃

𝑽1
∗(𝑛1,𝑡+1, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 + 1 ), то каждое слово кода 𝑽1

∗ (𝑛1,𝑡+1, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 + 1 ) имеет список из 𝑡 + 1 

мощностей для всех кодов, в которые данное слово входит.  

Поскольку множество слов 𝑽1
∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ) является кодом, исправляющим 

однонаправленные 𝑡 ошибок, возможна ситуация, когда один и тот же вектор (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝐷) ∈
𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶) декодируется сразу в несколько слов 𝑽1

∗ (𝑛1t, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ). Это возможно, если 

произошли разнонаправленные ошибки. В этом случае будем выбирать то кодовое слово 

из 𝑽1
∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ), расстояние до которого меньше, а если несколько слов кода находятся 

на одинаковом расстоянии – выбирать кодовое слово с большей мощностью. 
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Процедуру, описанную выше, проведем для всех классов из множества таких классов 𝒀 =
{1, 2, …  𝐶}. В результате для каждого значения 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 получим множества 

 𝑽1
∗ (𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡),  𝑽2

∗ (𝑛2𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ), …  𝑽𝐶
∗ (𝑛𝐶𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 ). Объединение данных множеств 

дает адаптированную выборку 𝑽∗(𝑁∗, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡). Другими словами, выполняется условие 

𝑽∗(𝑁∗, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡) = ⋃  𝑽𝑖
∗(𝑛𝑖𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 )

𝐶

𝑖=1

 

Заметим, что для числа слов полученных кодов с ненулевой мощностью для каждого 1 ≤ 𝑡 ≤
𝑇 выполняется неравенство. 

𝑁 ≥ ∑ 𝑛𝑖𝑡 =

𝐶

𝑖=1

𝑁∗ 

Выбор наиболее часто встречающегося варианта полинома 𝑽(𝒙, 𝒕, 𝟏) эмпирически 

определяет наиболее подходящий код, как код, для которого надо исправлять ошибки в 

меньшем числе слов. Другими словами, у такого кода максимальное число кодовых слов 

совпало с числом векторов 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶), относящимся к первому классу объектов. Выбор 

может произведен и по другим критериям. Например, по минимальному расстоянию от 

выбранных кодовых слов до ближайших векторов 𝑽(𝑁, 𝐷, 𝑍, 𝐶). 

В дальнейшем будем для определения k ближайших соседей для вектора 𝒇 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐷) 

использовать 𝑽1
∗(𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶 , 𝑡), 𝑽2

∗ (𝑛2𝑡, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡), … 𝑽𝐶
∗ (𝑛𝐶𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡) для каждого значения 

1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, последовательно переходя от меньших значений t к большим. Признаком 

остановки будет являться получение кодовых слов с суммарной мощностью не менее k. 

6. Поиск ближайших k соседей к новому объекту 

Выбираем начальное значение 𝑡 = 1 и для каждого класса из множества классов 𝐘 =
{1,2, … 𝐶}, проведем декодирование вектора 𝒇 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐷) в ближайшие кодовые слова 

кодов 𝑽1
∗ (𝑛1𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶 , 𝑡), 𝑽2

∗ (𝑛2𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡), … 𝑽𝐶
∗ (𝑛𝐶𝑡 , 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡).  

Полученные слова каждого кода имеют свою мощность (т.е. число слов исходной обучающей 

выборки, которые были декодированы в данное слово). Если сумма мощностей таких слов 

больше или равна k, то выбранный параметр t достаточен. Если сумма мощностей меньше k 

– необходимо увеличить параметр до t+1 и повторить действие алгоритма для кодов 

𝑽1
∗(𝑛1,𝑡+1, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 + 1), 𝑽2

∗ (𝑛2,𝑡+1, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 + 1), … 𝑽𝐶
∗ (𝑛𝐶,𝑡+1, 𝐷, 𝑍, 𝐶, 𝑡 + 1).  

Для классифицируемого объекта 𝒇 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐷) выбирается тот класс из множества 𝒀 =
{1,2, … 𝐶}, для которого мощность полученного кодового слова больше. Если два слова 

разных классов имеют одинаковую мощность – то вычисляется расстояние в модульной 

метрике от вектора 𝒇 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐷) до полученных кодовых слов, имеющих одинаковую 

мощность, и выбирается тот класс, расстояние до которого меньше.  

В результате принятия решения по классу нового объекта, увеличивается мощность того 

кодового слова, в которое был декодирован классифицируемый вектор 𝒇 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐷). 

Далее алгоритм поиска ближайших k соседей повторяется для классификации нового вектора 

и так далее. 

7. Заключение 

Предложенная конструкция по использованию суффиксных кодов в модульной метрике для 

решения задачи иерархической кластеризации и задачи поиска k соседей позволяет 

реализовать решение данных задач с полиномиальной сложностью от размерности 

обучающей выборки. Конструкция, при выборе достаточно большого значения 𝑇 не требует 

повторной процедуры обработки обучающей выборки при переходе к большему значению k 

при решении задачи поиска k соседей. 
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