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Аннотация. В работе предложена математическая модель для изучения эрозии берегового склона 

протоки Пемзенской (река Амур) в районе переливной запруды после формирования и расширения 

прорана. Проран в переливной запруде образовался из-за размыва правого берега во время половодий 

2019–2022 годов. Известно, что время установления гидродинамических параметров потока 

значительно короче времени изменения его расхода, поэтому поток в районе запруды описывается в 

рамках квазистационарного приближения. Для моделирования турбулентной вязкости потока 

используется алгебраическая модель Лео К. ван Рейна. Изменения донных и береговых отметок русла 

вычисляются с помощью аналитической модели движения наносов, разработанной в трудах Петрова, 

Потапова (2019). Чтобы предотвратить заиливание прорана при боковом перемещении донного 

материала с сухого берега, в уравнение донных деформаций введен стоковый член. Этот член 

регулирует глубину прорана, которая асимптотически стремится к его режимной глубине. Для решения 

задачи численно разработан алгоритм на основе метода конечных элементов. Выполнено сравнение 

результатов расчетов береговых деформаций с экспериментальными данными, показавшее их хорошее 

качественное и количественное согласование. Экспериментальные данные получены из 

информационной системы «Амур» с открытым исходным кодом. 
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Abstract. The paper proposes a mathematical model for studying the erosion of the coastal slope of the 

Pemzenskaya channel (Amur River) in the area of the overflow dam after the formation and expansion of the 

proran. The proran in the overflow dam was formed due to the erosion of the right bank during the floods of 

2019-2022. It is known that the time to establish the hydrodynamic parameters of the flow is much shorter than 

the time to change its flow rate, therefore, the flow in the dam area is described within the quasi-stationary 

approximation. The algebraic model of Leo K.Van Rijn is used to model the turbulent viscosity of the flow. 

Changes in the bottom and shore markings of the riverbed are calculated using an analytical model of sediment 

movement developed in the works of Petrov and Potapov (2019). In order to prevent siltation of the proran 

during lateral movement of bottom material from the dry shore, a runoff term is introduced into the equation of 

bottom deformations. This term regulates the proran depth, which asymptotically tends to its regime depth. An 

algorithm based on the finite element method has been numerically developed to solve the problem. The results 

of calculations of coastal deformations were compared with experimental data, which showed their good 

qualitative and quantitative agreement. The experimental data was obtained from the Amur open source 

information system. 
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1. Введение 

Изучение процесса эрозии песчаных береговых склонов рек под действием протекающего 

речного потока является важной прикладной задачей. Первые попытки построения строгих 

математических моделей для определения формы поперечного сечения русла восходят к 

работам Гловера [1], Маккавеева [2], Кондратьева [3], в которых были предложены 

эвристические модели, позволившие получить качественные оценки изучаемого процесса. 

Дальнейшее развитие теории было связано с большим количеством экспериментальных 

работ Икеды [4], Хирано [5], Паркера [6], Питлика [7]. Были предложены математические 

модели, учитывающие различные механизмы переноса донного материала: транзитного 

перемещения путем влечения по дну и взвешивания частиц донного материала в речном 

потоке, напорного движения, медленного гравитационного и лавинного движения донных 

частиц на береговых склонах Икеды [4], Хирано [5]. 

В обзорной работе [8] выполнено исследование текущего состояния рассматриваемого 

вопроса. Основная его идея заключается в том, что при изучении проранов предпочтение 

отдается профильным [9] или плановым математическим моделям [10] позволяющим 

моделировать процесс развития проранов. 

Кроме того, применение феноменологических формул транспорта донного материала 

позволяло лишь качественно описывать процессы береговой эрозии. В работах Петрова [11] 

были предложены и развиты [1] аналитические формулы транспорта донного материала, не 

содержащие в себе феноменологических коэффициентов. 
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В работах Бондаренко [12], Потапова [13] предложены математические модели для изучения 

процессов береговых деформаций русла при постоянном и переменном расходе речного 

потока в трапециевидных в начальный момент времени каналах. 

В данной работе предложена математическая модель задачи о развитии процесса эрозии 

берегового склона протоки Пемзенской (р. Амур) в створе переливной запруды после 

возникновения и развития в створе запруды прорана [14], связанного со смывом правого 

берега запруды в периоды половодий 2019-2022 гг. Поскольку характерное время 

установления гидродинамических параметров потока много меньше характерного времени 

изменения его расхода [13], гидродинамический поток в створе запруды описывается в 

рамках квазистационарного приближения. Турбулентная вязкость потока описывается 

алгебраической моделью Лео К. ван Рейна. Для описания изменения донных и береговых 

отметок русла используется аналитическая модель движения наносов, предложенная в 

работах Петрова [1, 15, 16]. Для предотвращения заиливания прорана при боковом сходе 

донного материала с сухого берега в уравнение донных деформаций добавлен стоковый член, 

который регулирует развитие глубины прорана, асимптотически стремящейся к его 

режимной глубине. 

Для численного решения задачи предложен алгоритм, основанный на методе конечных 

элементов. Выполнено сравнение результатов расчетов береговых деформаций с данными 

полевых наблюдений, показавшее их хорошее качественное и количественное согласование. 

2. Математическая постановка задачи 

Рассмотрим задачу о развитии прорана в переливной запруде на протоке Пемзенской р. Амур. 

Отметки донной поверхности   и свободной поверхности потока   (определенные на 

09.08.2023) для створа, проходящего по гребню запруды, представлены на рис. 1. Левый 

берег и центральная часть запруды (участок 1L ), выполненные из крупнообломочной 

наброски, не подвержены размыванию речным потоком. Рассматривается эрозия правого 

берега протоки (участок 2L ). 

Предполагается, что в области размыва 2  русло имеет постоянный малый продольный 

уклон J  в направлении движения гидродинамического потока и для него выполняются 

условия малости в отношении глубины потока к его ширине 1/ BH . Геометрия 

расчетной области 21   и ее границы 21   представлены на рис.1. Граница 

1  представляет собой смоченную береговую и донную поверхности протоки, граница 2  

определяет свободную поверхность потока. Граница 3  определяет сухую береговую и 

пойменную поверхности правого берега протоки. 

Предполагая, что установившийся поток в створе канала зависит только от координат створа 

y  и z , получим уравнение движения потока в створе канала [3, 5, 7]: 
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Здесь U  – осредненная по Рейнольдсу скорость речного потока в области  , te   , 

t  – турбулентная вязкость потока,   - молекулярная вязкость потока, J  – уклон речного 

русла,  H  – глубина потока, g  – ускорение свободного падения,   и  r   – 

отметки свободной поверхности потока и донной поверхности русла соответственно, w  – 

плотность воды. 

 

Рис.1. Геометрия расчетной области 21   и ее границы 21  , 

3  - граница сухого берега, 4  - граница псевдо-симметрии. 

Fig.1. Geometry of the calculated area 21   and its boundaries 21  , 

3  - the border of the dry coast, 4 - pseudo-symmetry boundary. 

Расчетная область Ω снизу ограничена подвижной донной поверхностью  yt,  , 

эволюция которой описывается уравнением [1] 
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Уравнение (3) замыкается начальными и граничными условиями 

     0,0,0,,0 0   tWyyy , (4) 

        SRL Ttttytty  0,,,,  , (5) 

В уравнение (3) добавлена правая часть xQ , ответственная за режимный баланс донного 

материала в деформируемом створе русла   
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где 6,2.1,5.0  NH   – параметры модели, 0H  – режимная глубина 

невозмущенного запрудой русла [1]. Коэффициенты уравнения донных деформаций (3) 

определялись по модели [15]: 
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Здесь    ytt ,,    – отметки свободной поверхности потока и донной 

поверхности русла соответственно, cT0  – критическое придонное касательное напряжение на 

ровном дне, s  – плотность песка,   – угол внутреннего трения донных частиц,   – острый 

угол между нормалью к поверхности дна   и вертикальной линией, xc  – лобовое 

сопротивление частиц, 50d  – средний диаметр донных частиц, 41.0  – коэффициент 

Кармана, d  – коэффициент Кармана для водогрунтовой смеси, 0  – отметки дна в 

начальный момент времени. 

Задача (1)-(5) замыкается алгебраической моделью турбулентной вязкости Лео К. 

ван Рейна [17]: 
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где bU  – скорость U  на расстоянии Hzb 05.0  от дна skz 03.00  , sk – эффективная 

высота шероховатости дна. 

Для расчета коэффициентов уравнения (3) вычислялись придонные касательные напряжения 

2
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3. Слабая формулировка задачи 

Рассмотрим слабую вариационную формулировку Галеркина для задачи (1)-(6) с набором 

пробных функций     2, LLN  . В задаче необходимо найти неизвестные функции 

    2, LU hh  , такие, что: 
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Уравнения (11)-(12) замыкаются краевыми условиями 
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  1,,0  zrU , (13) 

        SRL Ttttytty  0,,,,  . (14) 

Уравнение (12) замыкается начальными условиями 
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4. Дискретный аналог задачи 

Используем метод конечных элементов в формулировке Галеркина. Разобьем расчетную 

область   на трехузловые конечные элементы e , 
e

e . Введем на конечном 

элементе функции формы [18] N : 
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где kk zy ,  – координаты вершин (узлов) конечного элемента, e  – площадь конечного 

элемента. Для уравнения донных деформаций расчетную область 1  разобьем на 

двухузловые конечные элементы e , 
e

e1
 c функциями формы L : 

12
1

2
1

1 ,1, yyh
h

yy
L

h

yy
L e

ee







 .  (17) 

Определим аппроксимацию искомых функций на конечном элементе 

.3,2,1,,    e

h

e

h NUNU  (18) 

.2,1  Lh
 (19) 

где   ,, eU  – значения искомых полей в  -тых узлах конечного элемента, в 

выражениях (18), (19) и далее ниже по тексту, где это не приводит к неоднозначностям, 

используется правило суммирования по «немым» узловым индексам ( 



3

1

 UNUN ), 

e  – значение функции приведенной вязкости в узлах конечного элемента, e  – 

осредненные величины функции вязкости на конечном элементе. 

Используя интерполяцию (16)-(17), преобразуем интегральные тождества (11)-(12) в 

дискретные аналоги задачи 
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5. Алгоритм решения задачи 

В начальный момент времени 00 t  определяется начальная форма донно-береговой 

поверхности русла в створе  yt ,00    и отметка свободной поверхности потока 

 00 t  . 

Выполним расчет начальной придонной динамической скорости створа 
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Выполним следующие циклические действия. 

На текущем шаге по времени 0nt  определяется начальная форма донных отметок русла в 

створе  ytn

ii ,   и отметка свободной поверхности потока  0t  . 

По функциям i  и   определяется форма расчетной области  nt , для которой 

генерируется конечно – элементная сетка  nhnh t ,
. 
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Аналогичный поиск конечных элементов с функциями формы  ipN
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Вычислим скорость U  
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  0  FUK , 

Здесь и далее   *  обозначает операцию сборки локальных конечно – элементных 

дискретных аналогов задачи в глобальную систему алгебраических уравнений задачи. 
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Определим значение отметки свободной поверхности 
1n  на текущем шаге по времени. 

Выполним перестроение сеточной области задачи 
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Выполним интерполяцию  niyu*  c границы 
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Вычислим значения приведенной вязкости для всех узлов расчетной области 
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Изменение текущего времени ttt nn 1
, если end

n tt 1
 переходим на пункт 1. При 

end

n tt   прекращаем расчет. 

6. Результаты расчетов 

Для верификации предложенной математической модели (1)-(10) был проведен ряд 

вычислительных экспериментов. Расчеты осуществлялись при следующих параметрах: 

0.25 ; ;4.00.375;  xc 3кг/м1000w ; 
3кг/м2650s . 
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Параметры донного материала в забронированной части створа 3tan,1,1.1 50  dks  

(подобласть 1 ) отличались от параметров в размываемой части створа (подобласть 2 ) 

5.0tan,м0005.0,1.0 50  dks . 

Тестовые расчеты проводились на сгущающейся последовательности расчетных сеток с 

различным размером конечных элементов. Для самой мелкой сетки (рис. 3 в), выбранной в 

качестве расчетной, средний диаметр конечного элемента составлял около 0.2 м (53543 узла), 

погрешность по расходу по отношению к предыдущей сетке не превышала 0.0034%. 

К сожалению, авторы не располагали кривой отметок уровня свободной поверхности над 

запрудой протоки Пемзенской. Поэтому, для ретроспективного моделирования была выбрана 

отметка глубины потока на момент натурных наблюдений 09.08.2023 г и сделана привязка 

данной глубины к уровню р. Амур по гидропосту г. Хабаровска. Уровни данного гидропоста 

для выбранного периода моделирования приведены на рис. 2. 

Расчеты гидродинамического потока в рамках предложенной модели показали значительное 

занижение поля скоростей в области 1  над телом переливной запруды и достаточно 

хорошее согласование расчетных скоростей со скоростями натурных наблюдений в области 

прорана 2 . Пример таких расчетов представлен на рис.3. Полученные результаты являются 

ожидаемыми, поскольку при постановке задачи в створе потока основным требованием 

является условие малости градиентов скоростей по направлению потока. Данное условие не 

выполняется в области 1  и достаточно хорошо выполняется в области прорана 2 . 

Поэтому, для расчетов русловых процессов при расчетах полей скорости и турбулентной 

вязкости в вертикальном створе A-A рис.3 была определена «псевдо – граница русла» 4 , на 

которой задавалось условие симметрии потока (2). Такой подход возможен в силу нескольких 

причин, 

 - дно левой части прорана не является размываемым участком тела запруды; 

 - скоростной режим потока в окрестности границы 4  близок к гидростатическому; 

 -скоростной поток над телом запруды не является установившимся и его расчет по 

предлагаемой модели не будет правильным. Следовательно, введение псевдо – 

границы 4  может считаться оправданным, поскольку различие измеренных (рис.3. 

кривая 1) и расчетных (рис.3. кривая 2) скоростей на свободной поверхности потока 

в области 2  не превышает 9 %. 

На рис. 4 представлены профили донных отметок створа, полученные в результате полевых 

исследований в период с 13 августа 2019 года по 15 июня 2025 года, обозначенные кривыми 

1–5. Точность эхолота, используемого для измерений донных отметок, составляла 0.05 м, 

точность GPS-приемника при определении плановых координат составляла 1.5-2 м. 

В период с 13 августа 2019 года по 9 августа 2023 года процесс углубления прорана в теле 

запруды характеризовался ярко выраженной нестационарностью (см. рис. 5), и его глубина 

не достигла уровня верхнего и нижнего бьефов. В связи с этим применение предложенной в 

данной работе модели для анализа данного процесса было невозможно. Однако в 2023 году 

глубины верхнего и нижнего бьефов в районе прорана сравнялись, что позволило применить 

разработанную модель для расчета эрозии правого берега протоки. 
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Рис.2. Отметки уровня р. Амур в Балтийской системе высот по Хабаровскому гидропосту. 

Fig.2. Amur River level markers in the Baltic elevation system at the Khabarovsk Hydroelectric station. 

 

Рис.3. а) распределение расчетных скоростей в области 2  створа переливной запруды, 

б ) измеренные (кривая 1) и расчетные (кривая 2) значения поверхностных скоростей в створе, 

в) фрагмент расчетной сетки. 

Fig.3. a) distribution of calculated velocities in the area 2  of the overflow dam, b) measured (curve 1) and 

calculated (curve 2) values of surface velocities in the reservoir, в) a fragment of the computational grid. 
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Рис.4. Размыв правого берега запруды Пемзенской. 

Кривые 1-5 - натурные замеры донных отметок створа за период с 2019 по 2025 гг. 

Кривые 3’-5’ – результаты численного моделирования за период с 2023 по 2025 год. 

Fig.4. Erosion of the right bank of the Pemzenskaya dam. 

Curves 1-5 are full-scale measurements of the bottom marks of the target for the period from 2019 to 2025. 

Curves 3’-5’ are the results of numerical modeling for the period from 2023 to 2025. 

 

Рис.5. Изменение средней глубины прорана во времени. 

Fig.5. Average depth changes of the gap over time. 

Сравнительный анализ данных полевых наблюдений (линии 3-5, рис. 4) с результатами 

расчетов (линии 3'-5', рис.4) показывает их удовлетворительное согласование как по 

качественным, так и по количественным параметрам. При средней скорости эрозии 

береговой линии в 14.3 метра в год расхождения между расчетными и экспериментальными 

данными не превышают двух метров.  

В заключение отметим, что прогнозируемое годовое смещение береговой линии вследствие 

эрозионных процессов согласуется с результатами полевых наблюдений, проведенных 28 

августа 2024 года и 15 июня 2025 года. Различия между расчетными данными и 

фактическими измерениями не превышают 13%, что свидетельствует об адекватности 

предложенной русловой модели. 
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7. Заключение 

Разработана математическая модель для анализа процессов эрозии берегового склона 

протоки Пемзенской при формировании прорана у правого берега переливной запруды с 

момента достижения прораном режимной глубины протоки. 

Модель учитывает влияние изменений расхода потока в проране на эволюцию отметок 

свободной поверхности во времени. Ключевым компонентом предложенной модели является 

стоковый член в уравнении донных деформаций, который предотвращает заиление прорана 

и регулирует его углубление, стремясь к установившемуся значению глубины прорана. В 

процессе валидации модели было показано, что предложенная математическая модель, 

использованный метод и алгоритм расчета позволили получить решение задачи, хорошо 

согласующееся с данными полевых наблюдений в зоне прорана как в отношении 

фронтальной эрозии берегового склона, так и в отношении интенсивности врезания речного 

потока в русловое ложе. 
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