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Аннотация. Исследуется влияние метода аугментации и балансировки некомплектной выборки, 

содержащей пропущенные значения признаков, на точность прогноза. Результаты для некомплектной 

выборки сравниваются с результатами для выборки, значения признаков которой полностью 

заполнены. Предложен новый алгоритм сэмплирования с удалением для аугментации и балансировки 

некомплектной выборки. В рамках теории вероятностно приближенно корректного (ВПК) обучения 

авторами была исследована задача обучения на некомплектной выборке. Был оценен рост размерности 

Вапника-Червоненкиса множества функций при заполнении пропущенных значений фиксированным 

значением из конечного множества. Было доказано, что требуемый размер выборки для ВПК обучения 

с достаточной точностью, растет логарифмически медленно с ростом размера этого множества. 

Установлено, что метод аугментации сэмплированием с удалением, позволяет получить наиболее 

высокую сбалансированную точность для некомплектных линейно разделимых выборок малого 

размера. При обучении на выборках среднего и большого размера, во всех рассмотренных случаях, 

аугментация позволяет получить большее увеличение целевых метрик для некомплектных выборок, 

чем для полностью заполненных. Таким образом, особенно эффективна аугментация при обучении на 

некомплектной выборке. 
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Abstract. The impact of missing data augmentation and class balancing methods on the prediction accuracy is 

studied. Results for missing and complete samples are compared. A new algorithm called “drop and replace” 

for missing data imputation, augmentation and class balancing is proposed. The quality of the “drop and 

replace” algorithm is compared to the quality of efficient and widely studied augmentation methods, such as 

SMOTE and mixup. For comparison, 7 samples with sizes from 38 up to 70000 are used. The target metric is 

balanced accuracy, and the nested cross validation algorithm is used for validation. For the imputation of 

samples of small sizes, the mean imputation method is used. For the imputation of average or large samples, 

the MICE method of multiple imputation by chained equations is used. 

The problem of training machine learning algorithms on missing data is studied in the probably approximately 

correct learning setting, or PAC learning. The increase of Vapnik-Chervonenkis dimension, or VC dimension, 

of the function set due to data imputation with one value from the finite filling set is evaluated. It was shown 

that the needed sample size for PAC learning with sufficient accuracy, grows logarithmically slow with the 

increase of the filling set size. 

It was proved that “drop and replace” augmentation allows to maximize balanced accuracy when learning on 

small linearly separable samples containing missing values. For larger samples, SMOTE and mixup 

augmentation methods are most effective. For 8 samples out of 11, data augmentation, which increments 

sample size, increases classification accuracy; in 2 of 3 other cases, sample balancing alone can increment 

classification accuracy; in the final case, the initial sample is balanced and augmentation cannot increase 

classification accuracy. When learning on average and large-sized samples, in all 3 cases, augmentation more 

significantly improves accuracy for missing datasets, then for complete ones. So, augmentation is more 

effective when learning on missing data. 

Keywords: machine learning; data augmentation; tabular data; machine learning on missing data; learning on 

small sized dataset; probably approximately correct learning; nested cross validation. 
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1. Введение 

Обучение на некомплектной выборке, или на выборке, содержащей незаполненные значения 

некоторых признаков, требуется во многих реальных приложениях, включая медицину и 

биологию [1-2]. Наличие пропущенных значений в выборке может быть обусловлено 

разными причинами, например, неправильным функционированием измерительных 

приборов, отсевом участников в продолжение наблюдения или нежеланием участников 

исследования отвечать на вопрос, например, о своем доходе. 

Сформулируем постановку задачи обучения на некомплектной выборке. 

Построить алгоритм машинного обучения, который позволяет строить прогноз класса для 

некомплектных объектов. Требуется выбрать способ валидации, минимизирующий 
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переобучение, и получить несмещенную оценку точности прогноза для выборки малого 

размера. При обучении, восстановить пропущенные значения и сделать аугментацию 

обучающей выборки. Исследовать влияние способа аугментации выборки и метода 

заполнения пропущенных значений на точность прогноза. При исследовании, будут 

использоваться несколько выборок. 

В работе [1] приводится следующая классификация некомплектных выборок по вероятности 

отсутствия значения признака: 

● Пропущенные значения полностью случайны (missing completely at random, MCAR). 

Вероятность отсутствия каждого значения признака не зависит от этого значения и 

от класса, которому соответствующий объект принадлежит. 

● Пропущенные значения случайны (missing at random, MAR). Вероятность отсутствия 

каждого значения не зависит от самого этого значения, но может зависеть от класса, 

которому объект принадлежит. 

● Пропущенные значения неслучайны (missing not at random, MNAR). Вероятность 

того, что значение пропущено, может зависеть от этого значения. 

Отметим, что во всех случаях, включая MCAR и MAR, вероятности отсутствия значения для 

любых двух различных признаков одной выборки могут различаться. 

Метод вложенной кросс-валидации, используемый для валидации модели машинного 

обучения, позволяет получать несмещенную оценку точности для любого типа 

некомплектной выборки. Но при восстановлении пропущенных значений предполагается, 

что некомплектная выборка принадлежат одному из типов MCAR или MAR. 

Таким образом, в настоящей работе рассмотрены некомплектные выборки, являющиеся либо 

MAR, либо MCAR выборками. Исследуем выборки следующих типов: 2 некомплектных 

выборки [3, 4] типа MAR, для которых вероятность отсутствия признака зависит от класса и 

5 полностью заполненных выборок [5, 6, 7, 8, 9], которые преобразуем в некомплектные 

MCAR-выборки случайным удалением значений признаков. 

При восстановлении, пропущенные значения признаков заполняются неточно. Поэтому, в 

настоящей работе предложена аугментация выборки с восстановлением пропущенных 

значений. Таким образом, восстанавливаемые пропущенные значения из обучающей 

выборки, заполняются не одним фиксированным значением, а целым множеством значений 

из вероятностного распределения, построенного на основе заполненных значений 

соответствующего признака. 

Похожий подход применялся в работе [10], где адаптивная аугментация некомплектной 

выборки с использованием генеративно-состязательных сетей позволяла повысить точность 

прогноза в случае, когда тестовая и обучающая выборки имели различные распределения 

пропущенных значений. 

Наиболее часто аугментация применяется при обучении на таких типах многомерных 

выборок, как изображения [11], аудиоданные [12] или для выборок, возникающих при 

обучении больших языковых моделей [13]. Однако, многие методы аугментации данных, 

применяемые преимущественно для многомерных выборок, такие, например, как метод 

mixup [14] “перемешивания” с помощью построения выпуклых комбинаций из пар объектов, 

могут также применяться при обучении на табличных выборках. Метод SMOTE [15], 

наиболее широко применяемый для балансировки выборки, т.е. для того, чтобы сделать 

равными размеры классов в выборке, также может быть использован для аугментации 

табличной выборки. Все рассматриваемые в настоящей работе методы аугментации данных, 

также позволяют балансировать выборку. 

В настоящей работе предложен метод сэмплирования с удалением для аугментации и 

балансировки выборки. Наиболее высокую точность данный метод аугментации позволяет 

получить при обучении на некомплектной линейно разделимой выборке малого размера. 
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Предлагаемый подход аугментации данных для обучения на некомплектной выборке 

является новым методом, который ранее в литературе не встречался. 

Также исследовалось влияние аугментации некомплектной выборки на точность прогноза. 

Результаты для некомплектной выборки сравнивались со случаем полностью заполненной 

выборки. Для 3 из 4 некомплектных выборок размера более 500, аугментация позволяла 

улучшить точность прогноза. Для оставшейся выборки PPMI, было достаточно балансировки 

выборки для увеличения точности. Для полностью заполненных выборок, аугментация 

позволяла увеличить точность прогноза в 2 случаях из 4, а увеличение точности при этом 

наблюдалось менее существенное, чем для некомплектных выборок. Таким образом, 

проведенные исследования свидетельствуют о том, что для выборок достаточно большого 

размера, аугментация позволяет увеличить точность прогноза для некомплектных выборок. 

В следующем разделе, приведем формальную постановку решаемой задачи в рамках теории 

[16] Валианта вероятностно приближенно корректного обучения (ВПК обучения) и 

теоретически исследуем ВПК-обучаемость задачи обучения на некомплектной выборке. 

2. Исследование и постановка задача обучения на некомплектной 
выборке в рамках теории ВПК обучения 

Теория вероятностно приближенно корректного (ВПК) обучения [16, 17] позволяет 

теоретически исследовать алгоритмы машинного обучения. В рамках классической задачи 

обучения с учителем, имея выборку {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)𝑖=1
𝑚 }, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑦𝑖 ∈ 𝑌, теория ВПК обучения 

позволяет выбрать множество ℋ гипотез, которому должна принадлежать обобщающая 

функция ℎ: 𝑋 → 𝑌, являющаяся результатом обучения, таким образом, чтобы одновременно 

уменьшить ошибку аппроксимации и избежать переобучения. 

Элементы теории ВПК обучения, включающие определения агностической ВПК-

обучаемости, VC-размерности Вапника и Червоненкиса и лемму Зауэра-Шелаха, приведены 

в приложении 1. 

Сформулируем задачу обучения на некомплектной выборке в терминах теории ВПК 

обучения [17]. Пространство признаков 𝑋𝑖 для каждого признака 𝑖 дополним значением ⊥, 

означающим то, что данный признак пропущен. Соответственно, множество гипотез 

определим на множестве 𝑋⊥ = ∏ (𝑋𝑖 ∪⊥)𝑛
𝑖=1  некомплектных выборок. 

Дадим общую постановку, взяв за основу некоторое множество гипотез ℋ, определенное 

только на полностью заполненных объектах из 𝑋. При этом, заполненные значения исходной 

выборки могут содержать случайный шум. Аналогично [18], будем использовать алгоритм 

𝐹𝑖𝑙𝑙: 𝑋⊥ → 𝑋 для восстановления пропущенных значений. 

Приведем определение агностического ВПК обучения на некомплектной выборке и оценим 

сверху необходимый размер выборки для ВПК обучения с заданными параметрами 

вероятности и аппроксимации. 

Пусть 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  – исходное пространство объектов (считаем значения признаков 𝑋𝑖 

вещественными), а 𝑋⊥ = ∏ (𝑋𝑖 ∪⊥)𝑛
𝑖=1  – пространство некомплектных выборок. Пусть также 

задано множество 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙 функций 𝐹𝑖𝑙𝑙: 𝑋⊥ → 𝑋 восстановления пропущенных значений. 

Пусть ℋ – множество гипотез, являющееся классом характеристических функций ℎ: 𝑋 →
{0,1}. 

Определение ВПК обучения на некомплектной выборке требует, чтобы множество 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙 
функций для восстановления пропущенных значений было задано. Определим агностическое 

обучение на некомплектной выборке 𝑋⊥, используя обучение на полностью заполненной 

выборке 𝑋 для множества гипотез ℋ, являющегося классом характеристических функций 

ℎ: 𝑋 → {0,1}. Определим на некомплектной выборке 𝑋⊥ класс гипотез ℋ′(𝑋⊥) =
(ℋ(𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙(𝑋⊥))):  𝑋⊥ → {0,1} как композицию восстановления пропущенных значений 
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алгоритмов 𝐹𝑖𝑙𝑙 из класса 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙 и применения гипотезы из множества ℋ к комплектному 

объекту из множества 𝑋. 

Определение (агностическое ВПК обучение на некомплектной выборке). Говорим, что 

множество (ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙) – агностически ВПК-обучаемое, тогда и только тогда, когда множество 

гипотез ℋ′(𝑋⊥) = (ℋ(𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙(𝑋⊥))):  𝑋⊥ → {0,1}, получаемых в результате применения к 

некомплектным объектам сначала одной функции 𝐹𝑖𝑙𝑙 для восстановления пропущенных 

значений из множества 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙, а затем – некоторой характеристической функции ℎ ∈ ℋ, 

является агностически ВПК-обучаемым. 

Отметим, что бинарные метки объектов 𝑦𝑖 ∈ {0,1} – полностью заполнены для всех i. 

Следующая фундаментальная теорема ВПК обучения дает критерий обучаемости для 

некомплектной выборки. 

Теорема 1 (Фундаментальная теорема ВПК обучения). Для некомплектной выборки, 

множество (ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙) – агностически ВПК-обучаемое тогда и только тогда, когда 

𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙)) < ∞. 

Приведем полученные в настоящей работе новые теоретические результаты, связанные с 𝑉𝐶-

размерностью некомплектной выборки при заполнении пропущенных значений 

фиксированными элементами из некоторого, заранее известного множества. 

Лемма 1 (Агностическая ВПК-обучаемость на некомплектной выборке). Пусть 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  – 

множество методов 𝐹𝑖𝑙𝑙: 𝑋⊥ → 𝑋 восстановления пропущенных значений, представляет из 

себя множество методов заполнения константой из множества 𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙 = {𝑥𝑓𝑖𝑙𝑙
𝑗

}𝑗=1
𝑘 , 𝑥𝑓𝑖𝑙𝑙

𝑗
∈

𝑋  ∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 конечного размера 𝑘. Пусть ℋ – множество гипотез ℎ: 𝑋 → {0,1}, имеющее 

конечную VC-размерность: 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ) = 𝑑. 

Тогда выполняется следующее: 

1. При |𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙| = 1,  𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)) ≤ 𝑑. 

2. При |𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙| = 𝑘 > 1,  𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)) < 2𝑑 𝑙𝑜𝑔
2

(𝑘1/𝑑 + 31). 

(В лемме, ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) = ℋ(𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑋⊥)) – множество гипотез, получаемых в 

результате применения к некомплектным объектам сначала одного метода 𝐹𝑖𝑙𝑙 для 

восстановления пропущенных значений из множества 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а затем – некоторой 

характеристической функции ℎ ∈ ℋ). 

Лемма 1 доказана в приложении 2. 

Практическая значимость леммы 1 обусловлена медленным ростом мультипликатора 

2 𝑙𝑜𝑔
2

(𝑘1/𝑑 + 31) в неравенстве 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)) < 2𝑑 𝑙𝑜𝑔
2

(𝑘1/𝑑 + 31) в 

зависимости от размера 𝑘 множества 𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙 . При заполнении каждого из 𝑛𝑓 пропущенных 

значений множеством точек из сетки, являющейся декартовым произведением 𝑛𝑓 отрезков, 

содержащих 𝑁 точек, мультипликатор 2 𝑙𝑜𝑔
2

(𝑘1/𝑑 + 31) в ограничении сверху у 

𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)) растет со скоростью 𝑂(
𝑛𝑓

𝑑
𝑙𝑜𝑔 𝑁), т.к. 𝑘 = 𝑁𝑛𝑓. 

Согласно количественной формулировке фундаментальной теоремы ВПК обучения [19], для 

множества гипотез ℋ: 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ) = 𝑑 < ∞, существуют такие константы 𝑐1 > 𝑐0 > 1, что 

для случайной выборки размера не менее 𝑚(𝜖, 𝛿), удовлетворяющего неравенству 

𝑐0
𝑑+𝑙𝑛(1/𝛿)

𝜖2 < 𝑚(𝜖, 𝛿) < 𝑐1
𝑑+𝑙𝑛(1/𝛿)

𝜖2 , выполняется условие агностического ВПК обучения: с 

вероятностью не менее 1 − 𝛿, минимизирующий эмпирический риск ВПК-обучатель, 

возвращает такую гипотезу ℎ ∈ ℋ, для которой выполняется: 𝐿𝐷(ℎ)  ≤ 𝐿𝐷(ℋ) + 𝜖. 

Соответственно, при обучении на некомплектной выборке, при котором сначала заполняем 

пропущенное значение одной из 𝑁𝑛𝑓 констант из сетки, требуемый размер 𝑚(𝜖, 𝛿) для 

обучения с заданной точностью увеличится в 
𝑛𝑓

𝑑
𝑙𝑛 𝑁 раз по сравнению со случаем полностью 

заполненной выборки при выборе точки для заполнении пропущенных значений по сетке и 
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при выборе гипотезы ℎ ∈ ℋ. Иллюстрация заполнения пропущенных значений элементами 

конечного множества приведена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Заполнение пропущенных значений элементом множества 𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙  при обучении на 

некомплектной выборке. 

Fig. 1. Missing data imputation with an element of finite set 𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙 when learning to solve classification task. 

2.1 Формальная постановка задачи обучения на некомплектной 
выборке 

Приведем формальную постановку решаемой задачи обучения на некомплектной выборке и 

исследования влияния аугментации выборки на точность прогноза. Дана выборка 𝑆 =
{(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑖=1

𝑛  , являющаяся объединением численных представлений объектов 𝑥𝑖 ∈ 𝑋⊥ , 𝑖 ∈
{1, … , 𝑛} и ответов 𝑦𝑖 ∈ 𝑌, 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}, принадлежащих конечному множеству 𝑌. Все 

элементы выборки 𝑆 выбраны независимо в совокупности согласно некоторому 

неизвестному распределению 𝐷. Объекты могут быть некомплектными, т.е. часть значений 

признаков может быть пропущена. Полностью заполненные ответы 𝑦𝑖  позволяют 

определить, к какому классу относится объект. 

Целью работы является: 

● Построение функции прогноза класса 𝑦̂(𝑥, 𝑆), которая для каждого, возможно – 

некомплектного объекта 𝑥 ∈ 𝑋⊥, строит прогноз ответа. При этом стремимся 

минимизировать ожидаемую ошибку 𝐸(𝑥,𝑦)∼𝐷(𝑙(𝑦̂(𝑥, 𝑆), 𝑦))  → 𝑚𝑖𝑛
 

 для метрики 

𝑙: 𝑌2 → ℝ. 

● Выбор целевой функции и метода валидации для получения несмещенной оценки 

точности прогноза с малой дисперсией. 

● Разработка и сравнение методов аугментации некомплектной выборки, 

использующих методы восстановления пропущенных значений и позволяющих 

получать высокую точность прогноза при обучении на некомплектной выборке 

алгоритма машинного обучения. Сравнение результатов со случаем полностью 

заполненной выборки. 

3. Обзор существующих решений 

Приведем обзор существующих решений и сравним их с решением, предложенным в 

настоящей работе. 

В работе [20], в рамках фреймворка VIME, предложен метод аугментации табличной 

выборки, позволяющий получить высокую точность прогноза. Метод аугментации также 

может быть применен для восстановления пропущенных значений. Идея искажения выборки 

с последующим ее восстановлением из фреймворка VIME была использована в настоящей 

работе при построении метода аугментации сэмплирования с удалением. Однако, в отличие 
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от настоящей работы, где исследуется обучение с учителем, фреймворк VIME предназначен 

для использования при обучении с частичным подкреплением или при обучении без учителя. 

При обучении с частичным подкреплением, при обучении используются как размеченные, 

так и неразмеченные объекты выборки, а при обучении без учителя, все объекты выборки не 

размечены. 

В работе [21], предложен автокодировщик с шумоподавлением для восстановления 

пропущенных значений. Такой автокодировщик обучен восстанавливать пропущенные 

значения путем подачи ему на вход зашумленной выборки. 

Автокодировщики позволяют получить более высокую точность прогноза при наличии 

зависимости вероятности пропуска значения выборки от данного значения [22]. Таким 

образом, в случае MNAR, автокодировщики позволяют более точно восстанавливать 

пропущенные значения по сравнению с другими методами восстановления пропущенных 

значений. В случаях MCAR и MAR, метод восстановления пропущенных значений 

максимизацией эмпирического правдоподобия, превосходит автокодировщик по точности 

прогноза. 

Точность обучения при использовании автокодировщика с шумоподавлением для 

восстановления пропущенных значений сравнивалась в [21] с точностью при использовании 

метода MICE цепных уравнений [23]. Для некомплектной выборки типа MNAR, 

восстановление пропущенных значений автокодировщиком с подавлением шума, позволяет 

получить более высокую точность прогноза, чем восстановление пропущенных значений 

методом MICE цепных уравнений. 

В отличие от работы [21], в настоящей работе используются некомплектные выборки типов 

MCAR и MAR. Для восстановления пропущенных значений используется метод MICE 

цепных уравнений. Сравниваются между собой в настоящей работе не методы 

восстановления пропущенных значений, а методы аугментации выборки. Также, точность 

обученной модели после восстановлении пропущенных значений, сравнивается со случаем 

обучения на некомплектной выборке. 

В настоящей работе, также исследована ВПК-обучаемость в случае обучения на 

некомплектной выборке. Аналогичная задача исследовалась ранее, например в [18, 24]. 

Отличие предложенной в настоящей работе постановки заключается в том, что в [18] 

исследуется задача ВПК обучения, а не агностического ВПК обучения. Класс функций ℋ 

представлен в [18] булевыми формулами. В работе [24] делается предположение о 

возможности сколь угодно точного восстановления пропущенных значений для выборки 

достаточно большого размера. Таким образом, в моделях [18, 24] случай зашумленной 

некомплектной выборки не рассматривается, что ограничивает практическое применение 

полученных результатов. В настоящей работе, исследуется агностическая ВПК обучаемость 

на некомплектной выборке, что позволяет моделировать обучение на зашумленной 

некомплектной выборке. 

4. Методы обучения и валидации на некомплектной выборке 

При обучении моделей машинного обучения на некомплектной выборке, выделим 

следующие этапы: 

1. Выбор метода обучения на некомплектной выборке 

2. Восстановление пропущенных значений в обучающей и в тестовой выборках 

3. Выбор целевой метрики для оценки качества прогноза 

4. Выбор схемы валидации модели 

5. Выбор метода аугментации выборки 

На начальном этапе, нужно сделать выбор метода обучения: будем ли обучаться на 

некомплектной выборке, или предварительно обучим алгоритм восстановления 
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пропущенных значений. Выбрав восстановление пропущенных значений, предварительно, 

будем удалять из выборки объекты, у которых пропущено слишком много значений, т.к. 

точность прогноза данных объектов может быть значительно ниже среднего. 

Выбор целевой метрики должен учитывать несбалансированность классов выборок. Выбор 

метода валидации модели машинного обучения, особенно важен для выборок малого 

размера, для которых стандартная схема разбиения исходной выборки на обучающую и 

тестовую выборки, дает слишком большую дисперсию полученной оценки точности 

прогноза. 

4.1 Обучение на некомплектной выборке 

Согласно [2], для некомплектной выборки, может быть использован один из следующих 

подходов для обучения ML-модели: 

● Удаление некомплектных объектов, или тех объектов, у которых пропущены 

некоторые значения признаков. Данный подход может привести к удалению 

значительного числа объектов из выборки. Позволяет получить несмещенную 

оценку точности только в случае, когда выборка относится к типу MCAR или MAR. 

В случае MAR нужно сделать балансировку выборки, т.к. после удаления 

некомплектных объектов, баланс классов может измениться. 

● Обучение ML-модели, предназначенной для работы с некомплектной выборкой. К 

таким моделям относятся алгоритмы машинного обучения, использующие лишь 

попарные корреляции между признаками и модель CatBoost [25]. 

● Восстановление пропущенных значений (англ. imputation). 

Часть алгоритмов машинного обучения не предназначена для работы на некомплектных 

выборках, другие алгоритмы могут показывать значительное снижение точности при 

обучении на некомплектной выборке по сравнению с обучением на выборке, пропущенные 

значения в которой восстановлены. 

Поэтому, в настоящей работе, применялись первый и последний подходы. Из обучающей и 

из тестовой выборок удалялись объекты, у которых пропущено слишком большое число 

наиболее значимых признаков. Выбор наиболее значимых признаков для обучения с 

использованием t-критерия Уэлча позволял уменьшить количество удаляемых объектов. 

Затем пропущенные значения в выборке восстанавливались. 

Результаты сравнивались со случаем обучения на некомплектной выборке без 

предварительного восстановления пропущенных значений. Для рассмотренной выборки, 

точность прогноза снизилась при обучении на некомплектной выборки по сравнению со 

случаем восстановления пропущенных значений перед обучением ML-модели. 

4.2 Восстановление пропущенных значений 
Разделим, согласно [2], методы восстановления пропущенных значений в выборке на 2 типа: 

● Одномерные методы. К данным методам относится восстановление пропущенного 

значения либо средним медианным значением для непрерывных признаков, или 

модой для категориальных. Восстановление пропущенного значения признака 

происходит с использованием имеющихся в исходной выборке значений этого же 

признака признаков у других объектов. 

● Многомерные методы восстановления пропущенных значений. Существуют 

различные методы многомерного восстановления: метод k ближайших соседей KNN 

[26], восстановление с использованием метода нечеткой кластеризации C-средних 

FCM [27], восстановление с использованием байесовского метода главных 

компонент [28], восстановление методом MICE цепных уравнений [23] и др. При 
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восстановлении пропущенных значений одним из данных методов, учитываются 

значения заполненных признаков в исходной выборке у того объекта, пропущенные 

значения которого восстанавливаются. 

В [29] сравнивались 6 методов восстановления пропущенных значений, включая 

одномерный метод заполнением средним и многомерные подходы: метод 𝑘 ближайших 

соседей, метод FCM нечеткой кластеризации 𝐶-средними и байесовский метод главных 

компонент. Наиболее высокая точность достигалась у двух последних методов, причем метод 

FCM позволял получить наибольшую точность при восстановлении значений выборок 

малого размера. 

В работе [30], исследовались методы восстановления пропущенных значений некомплектной 

выборки типа MNAR. Сравнивались методы восстановления пропущенных значений 

средним, MICE цепных уравнений, 𝑘 ближайших соседей, SoftImpute. Наиболее высокую 

точность восстановления пропущенных значений позволяет получить MICE, а метод 𝑘 

ближайших соседей позволяет получить наиболее высокую точность классификации. В [31], 

к сравнению добавлено восстановление пропущенных значений с использованием 

генеративного искусственного интеллекта. Последние показывали лучшую точность при 

большей доле пропущенных значений в выборке (60% и выше), тогда как при относительно 

малой доле пропущенных значений (40% и менее), наибольшая точность восстановления 

пропущенных значений достигается при использовании метода MICE цепных уравнений. 

Согласно проведенным в работе [32] вычислительным экспериментам, наибольшую точность 

восстановления пропущенных значений позволяют получить различные модификации 

метода 𝐾 ближайших соседей. 

В настоящей работе, сравнивались методы восстановления пропущенных значений средним, 

метод MICE цепных уравнений, метод нечеткой кластеризации 𝐶-средних FCM, метод 𝐾 

ближайших соседей и метод Miss Forest [33]. Для выборок малого размера, содержащих до 

50 объектов, наибольшую точность классификации позволял получить метод восстановления 

пропущенных значений средним; а для выборок большего размера, содержащих более 500 

объектов в обучающей выборке, наиболее эффективен метод MICE цепных уравнений. 

Поэтому методы восстановления пропущенных значений средним и методом MICE цепных 

уравнений, и были использованы в настоящей работе. 

Отметим, что имеется различие при восстановлении пропущенных значений в обучающей и 

в тестовой выборке. В первом случае, класс, к которому принадлежит объект, можем 

использовать при восстановлении пропущенных значений; в случае восстановления 

пропущенных значений тестовой выборки, класс объекта не может быть использован, в 

противном случае возникает проблема утечки данных. 

4.3 Используемые метрики 

Все выборки, кроме MNIST, являются несбалансированными. Наибольший дисбаланс 

классов наблюдается для выборки PPMI [3], где 91.7% объектов принадлежат одному классу 

из двух. Поэтому, стандартной точности 𝑎𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 недостаточно для оценки точности 

прогноза на несбалансированной выборке [10]. Для преодоления этого недостатка будем 

использовать метрики сбалансированная точность 𝑏𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑑 𝑎𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 и коэффициент 

корреляции Мэтьюса [34] для оценки точности прогноза. Сбалансированная точность равна 

точности 𝑎𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 в случае сбалансированной выборки. 

4.4 Выбор метода валидации модели 

При использовании схемы кросс-валидации при обучении с подкреплением на выборке 

малого размера, из-за переобучения полученная точность может падать с ростом размера 

исследуемой выборки [35]. Происходит это из-за переобучения, т.к. исходная выборка 
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используется как для обучения модели, так и для выбора ее гиперпараметров. Поэтому на 

выборках малого размера, очень важен выбор схемы валидации, позволяющий получить 

несмещенную оценку точности, минимизируя при этом переобучение. 

Валидация ML-модели на отложенной тестовой выборке, позволяет получить несмещенную 

оценку точности. Однако, при этом, для выборки малого размера, получается большая 

дисперсия оценки точности, т.к. на точность прогноза будет существенно влиять выбор 

тестовой выборки. Таким образом, валидацию на отложенной тестовой выборке будем 

применять лишь для выборок большого размера, содержащих более 10000 объектов. 

Согласно [36], для получения несмещенной оценки точности с малой дисперсией, следует 

использовать метод вложенной кросс-валидации [37] для сравнения методов аугментации 

выборок малого размера. Будем использовать этот метод для всех выборок малого и среднего 

размера, содержащих менее 2000 объектов до аугментации. 

В схеме вложенной кросс-валидации, выделяются следующие шаги: 

1. Выбор обучающей и тестовой выборок. Элементы обучающей выборки выбираются 

из исходной случайным сэмплированием некоторого числа объектов без повторения. 

В тестовую выборку входят все объекты, не вошедшие в обучающую. В настоящей 

работе, размер обучающей и тестовой выборки на каждом шаге вложенной кросс-

валидации составляет около 90% и 10% от размера исходной выборки 

соответственно. 

2. Затем, обучающая выборка балансируется и аугментируется одним из 5 методов, 

качество которых сравнивается между собой и со случаем отсутствия аугментации и 

балансировки выборки. Далее, на обучающей выборке после аугментации обучается 

стандартизатор, который будет применяться как при обучении, так и при прогнозе 

на тестовой выборке. На выбранных признаках обучается модель машинного 

обучения, например, машина опорных векторов (SVM) или градиентный бустинг. 

Гиперпараметры модели выбираются с использованием кросс-валидации на 

обучающей выборке. Данная кросс-валидация называется внутренней кросс-

валидацией в схеме вложенной кросс-валидации. 

В дальнейшем, шагом вложенной кросс-валидации, будем называть одно повторение шагов 

1, 2. 

3. На данном шаге выполняется внешняя кросс-валидация. Шаги 1, 2 повторяются 

большое число раз (в проведенных вычислительных экспериментах, число 

повторений составляет 200 для малых выборок размером менее 50 объектов и 20 раз 

– на больших выборках, размером более 500). Каждый раз происходит обучение для 

нового случайно выбранного обучающего набора объектов. Точность прогноза 

класса оценивается на объединении всех тестовых выборок, полученных на шаге 

внутренней кросс-валидации. Некомплектные объекты со слишком большим числом 

пропущенных значений из выборки удаляются, а пропущенные значения для 

оставшихся объектов восстанавливаются. Итоговая точность оценивается на 

объединении прогнозов по всем тестовым выборам. При этом, каждый объект с 

достаточным количеством заполненных значений признаков, входит в это 

объединение прогнозов одинаковое количество раз. 

Диаграмма схемы вложенной кросс-валидации, используемой в настоящей работе, приведена 

на рис. 2. 

При обучении на 5 выборках, размер которых менее 2000, для оценки точности прогноза 

ML-модели, в настоящей работе используем схему вложенной кросс-валидации. Для 

оставшихся 2 выборок, размер которых превосходит 10000, используем независимую 

тестовую выборку для валидации. Согласно [38], обе данные схемы валидации позволяют 

получить несмещенные оценки точности. Для выборки малого размера, оценка точности на 
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независимой тестовой выборке может быть неточной из-за сильной зашумленности 

получаемой таким образом оценки. Поэтому, при обучении на малых выборках, важно 

использовать схему вложенной кросс-валидации. 

 
Рис. 2. Схема вложенной кросс-валидации. 

Fig. 2. Nested cross validation scheme. 

4.5 Аугментация выборки 
Сравним предложенный в настоящей работе метод аугментации сэмплированием с 

удалением и другие методы аугментации и балансировки выборки. Эти методы аугментации 

можно разделить на 2 категории: во-первых, широко применяемые используемые ранее 

методы аугментации SMOTE и mixup, и, во-вторых, простые методы, включающие в себя 

минимально изменяющий выборку подход сэмплирования без удаления и строящий 

случайные комбинации значений признаков каждого класса метод случайного 

сэмплирования. Ниже подробно опишем все методы аугментации выборок, которые будем 

сравнивать между собой и со случаем отсутствия аугментации: 

1. Аугментация сэмплированием без удаления. Строим синтетическую выборку 

случайным сэмплированием из исходной выборки нужного числа объектов, у 

которых заполнено достаточное количество значений признаков. При наличии 

пропущенных значений в выборке, используется метод MICE цепных уравнений, 

или одномерный метод восстановления пропущенных значений средним значением. 

К восстановленному значению признака добавляется также случайный шум с 

меньшей дисперсией, чем дисперсия значения соответствующего признака в 

исходной некомплектной выборке. Особенность подхода заключается в том, что, за 
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исключением восстановления пропущенных значений, в выборку не добавляются 

новые синтетические значения, а вместе с ними и новые связи между значениями 

признаков. 

2. Аугментация сэмплированием с удалением. Сначала также, как и при аугментации 

сэмплированием без удаления, сэмплируем нужное число объектов из имеющейся, 

возможно некомплектной, выборки. Далее удаляем каждое заполненное значение 

признака с вероятностью 
1

2
, после чего восстанавливаем все пропущенные значения. 

Преимуществом данного подхода является как сохранение части заполненных 

значений некомплектной выборки, так и добавление новых, зашумленных значений. 

Последнее можно рассматривать как регуляризацию модели машинного обучения 

[39] на уровне выборки. 

Похожий подход, заключающийся в искажении и последующем восстановлении выборки, 

применяется и во фреймворке VIME [20] обучения со слабым подкреплением. 

3. Аугментация случайным сэмплированием, или случайным выбором значений 

признаков. Простейший метод аугментации, где новые объекты строим случайным 

сэмплированием из набора значений каждого признака для каждого класса исходной 

выборки. При данном методе аугментации, значение каждого признака 

синтетического объекта выбирается из соответствующего класса исходной выборки 

случайным образом. Недостаток такого подхода заключается в том, что могут 

теряться важные для прогноза зависимости и связи между значениями признаков. 

Метод может давать высокую точность прогноза в случае малой корреляции между 

значениями различных признаков внутри классов. 

Отличие подхода от аугментации сэмплированием без удаления заключается в 

сэмплировании отдельных значений признаков, а не целых объектов. 

4. Использование метода SMOTE [15] построения синтетических объектов с 

использованием метода 𝑘 ближайших соседей. При восстановлении пропущенных 

значений, используем метод цепных уравнений MICE или одномерный метод 

восстановления пропущенных значений средним. 

5. Метод mixup [14] аугментации. Заключается в создании новых синтетических 

объектов выпуклой комбинацией пар уже имеющихся объектов внутри каждого из 

классов. 

Для каждого из методов аугментации выборки, помимо аугментации, также производится 

балансировка выборки, в результате которой размеры всех классов после аугментации имеют 

одинаковый размер. 

На рис. 3., визуализированы различные методы аугментации данных полностью заполненной 

выборке MNIST, содержащей написанные от руки изображения цифр. 

5. Описание выборок 

Опишем 7 выборок, которые будем использовать для сравнения различных методов 

аугментации. 6 выборок из 7 являются медицинскими выборками. На практике, данный тип 

выборок часто содержит некомплектные объекты. Каждая из 7 выборок содержит хотя бы 

один категориальный признак, т.к. целевой класс, к которому принадлежит объект, является 

категориальным. 

1. Prodromal PD. Выборка [4] для прогноза болезни Паркинсона на продромальной 

стадии по биомаркерам в гуморальных средах. Объект в выборке – пациент, 

признаки – его параметры крови. Доля пропущенных значений – 23.7%. Выборка 

подвергалась предварительной обработке – удалению тех признаков, которые 

заполнены менее, чем у половины объектов. 
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Рис. 3. Визуализация различных методов аугментации данных с использованием выборки MNIST. 

Fig. 3. Augmentation method comparison on MNIST dataset. 

2. Acute Leukemia. В выборке [5] собраны почти 7000 генов у 72 пациентов. Пациенты 

делятся на две группы: пациенты с острым лимфобластным лейкозом и острым 

миелобластным лейкозом. Выборка включает в себя обучающую выборку размером 

38 и тестовую размером 34. Тестовая и обучающая выборка получены в разных 

лабораториях, исследования проведены по различным гуморальным средам. Также, 

тестовая выборка включала пациентов детского возраста, а обучающая не включала. 

Поэтому используем только обучающую выборку, из которой оставим только 50 

наиболее значимых генов согласно t-тесту Уэлча. 

3. PPMI. Инициативой PPMI поиска маркеров прогрессирования БП [3], была собрана 

выборка, содержащая более 300 здоровых пациентов из контрольной группы и более 

3300 пациентов с диагнозом БП. Выборка содержит демографические данные, 

снимки ПЭТ-томографии, параметры крови, биомаркеры в спинномозговой 

жидкости и другие признаки. 

4. MNIST. Выборка MNIST [6] содержит нормированные рукописные изображения 

цифр от 0 до 9 размером 28 × 28 пикселей. Таким образом, данные содержат 784 

признаков. В обучающей выборке содержится 60000 изображений, размер тестовой 

выборки – 10000. Изображения в выборке MNIST центрированы, т.е. центр масс 

каждого изображения совпадает с центром изображения. 

5. EyeState. В выборке [8] значения признаков получены с использованием ЭЭГ. 

Объекты принадлежат двум классам: для первого закрыты глаза при измерении ЭЭГ, 

для второго – закрыты. 
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6. Breast Cancer Wisconsin. Выборка [9] содержит цифровизированные значения, 

полученные из снимков тонкоигольной аспирационной биопсии опухоли молочной 

железы. Выборка содержит доброкачественные и злокачественные опухоли. 

7. Cardiotocography. Выборка [7] содержит измерения кардиотокограммы плодов, 

разделенные на 3 класса опытными акушерами-гинекологами: нормальный 

результат, диагноз под вопросом и наличие патологии. 

Табл. 1. Описание использованных в настоящей работе выборок. 

Table 1. Sample description. 

Название 

выборки 

Число 

объектов 

в 

выборке 

Доля 

пропущенных 

значений 

Число 

признаков 

Число 

категориальных 

признаков 

Число 

классов 

Доля 

максимального 

класса 

Prodromal PD 45 23.7% 11 1 2 57.8% 

Acute Leukemia 38 0% 51 1 2 71.1% 

PPMI 3625 3.8% 35 5 2 91.7% 

MNIST 70000 0% 785 1 10 10% 

EyeState 14980 0% 15 1 2 55.1% 

Breast Cancer 

Wisconsin 
569 0% 31 1 2 62.7% 

Cardiotocography 2126 0% 42 12 3 77.8% 

Первые 2 выборки размером менее 50, будем называть малыми, MNIST и EyeState, 

содержащие более 10000 объектов назовем большими, а оставшиеся 3 выборки размером от 

500 до 4000, назовем средними. 

Заметим, что из 7 выборок только 2 содержат пропущенные значения и являются 

некомплектными. Выборки PPMI и prodromal PD имеют тип MAR, т.к. в контрольной группе 

у них больше доля некомплектных значений, чем в группе риска. 5 полностью заполненных 

выборок, за исключением MNIST, будем преобразовывать в некомплектные выборки типа 

MCAR удалением части значений признаков из выборки случайным образом. 

В 5 из 7 выборок, задача классификации бинарная; в выборке “Cardiotocography”, количество 

классов равняется 3, выборка MNIST содержит 10 классов изображений. Все выборки, за 

исключением prodromal PD и PPMI, находятся в открытом доступе. 

6. Результаты вычислительных экспериментов 

В настоящем разделе приведем результаты следующих вычислительных экспериментов: 

● Сравним точность классификации в случае восстановления пропущенных значений 

и без него. 

● Выясним, насколько аугментация позволяет увеличить точность классификации, 

сравним разные методы аугментации выборки и найдем наиболее эффективные. 

Выберем критерии сравнения точности классификации. Пусть для двух сравниваемых 

измерений получены оценки 𝛼1 и 𝛼2 сбалансированной точности. Во-первых, будем 

использовать увеличение сбалансированной точности 𝛼2 − 𝛼1. Однако, одно изменение 

сбалансированной точности не позволяет объективно оценить точность прогноза, т.к. 

увеличение точности на одинаковую величину при малом 𝛼1 (при качестве прогноза, 

близкому к случайному угадыванию), и при 𝛼1 ≈ 1 (близкой к оптимальной точности 

прогноза), дает разное увеличение точности прогноза. Поэтому будем использовать также 

приближение прогноза к оптимуму (𝛼2 − 𝛼1)/(1 − 𝛼1). 
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Будем говорить, что точность прогноза незначительно улучшилось, или ухудшилось, если 

приближение к оптимуму |(𝛼2 − 𝛼1)/(1 − 𝛼1)| < 0.1. При приближении к оптимуму из 

полуинтервала [0.1,0.2), говорим, что качество прогноза умеренно увеличилось. А при 

приближении к оптимуму в 0.2 раза и более, говорим, что имеет место существенное 

увеличение точности. 

6.1 Восстановление пропущенных значений и точность классификации 

Сравним точность классификации при восстановлении пропущенных значений методом 

MICE и при обучении модели машинного обучения на некомплектной выборке. Для 

сравнения используем выборку breast cancer Wisconsin, из которой удалены случайным 

образом 40% значений. Обучим на ней ML-модель категориального бустинга CatBoost [25]. 

Для оценки точности прогноза здесь и далее, используем метрику сбалансированная 

точность, оцененную с помощью вложенной кросс-валидации. 

 

Рис. 4. Сравнение точности классификации при восстановлении пропущенных значений и при 

обучении ML-модели CatBoost на некомплектной выборке, а также при аугментации выборки. 

Fig. 4. Accuracy comparison when learning on missing data and when using data imputation. 

Сравним сбалансированную точность в случае восстановления пропущенных значений 

(коричневые точки) и в случае обучения на исходной некомплектной выборке (синие точки). 

В рамках использования схемы вложенной кросс-валидации, обучаем 20 раз на выборке, 

содержащей 512 объектов, строим прогноз на оставшихся 57 значениях, результаты которого 

сравниваем с известными ответами для получения сбалансированной точности. 

● Некомплектная выборка. Сбалансированная точность: 0.948. 
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● Выборка, значения которой восстановлены с помощью метода MICE цепных 

уравнений. Сбалансированная точность: 0.959. 

● Аугментация SMOTE. Сбалансированная точность изменяется от 0.96 до 0.965 в 

зависимости от размера выборки после аугментации. 

Таким образом, при восстановлении пропущенных значений, сбалансированная точность 

прогноза увеличивается на 1.1%. При этом, приближаемся к оптимуму на 22%. Таким 

образом, восстановление пропущенных значений позволяет существенно увеличить точность 

прогноза. В дополнение этого, при использовании SMOTE для аугментации и балансировки 

выборки, получим увеличение сбалансированной точности от 0.1% до 0.6%. Это позволяет 

умеренно увеличить точность прогноза. 

6.2 Аугментация выборки и точность классификации 

Сравним влияние метода аугментации выборки на точность прогноза. В приведенной ниже 

таблице 2, сравним различные методы аугментации выборки между собой и со случаем 

отсутствия аугментации. Так как при аугментации также проводим балансировку выборки, 

то говорить об увеличении точности классификации из-за аугментации будем только тогда, 

когда после аугментации увеличивается точность как по сравнению со случаем отсутствия 

аугментации, так и со случаем балансировки сэмплированием без удаления. 

Заметим, что предложенный метод аугментации сэмплированием с удалением позволяет 

увеличить сбалансированную точность и коэффициент корреляции Мэтьюса прогноза для 

выборок малого размера: prodromal PD и acute leukemia. При этом, обучается ML-модель 

опорных векторов SVM для классификации. Для выборок большего размера, наиболее 

эффективны методы аугментации SMOTE и mixup. При этом, обучаются ML-модели 

градиентного и категориального бустинга. 

Для полностью заполненной выборки MNIST, аугментация данных не позволяет увеличить 

точность прогноза. Для несбалансированной выборки PPMI, наибольшее увеличение 

точности достигается из-за балансировки выборки, а не из-за ее аугментации. 

Также отметим, что для выборок EyeState, breast cancer Wisconsin и cardiotocography, 

наибольшее относительное увеличение точности прогноза из-за аугментации достигается 

при обучении на некомплектной выборке. Так, для разреженной выборки EyeState, 

аугментация позволяет умеренно увеличить точность прогноза, а для полностью заполненной 

выборки, изменение точности прогноза незначительное. Для разреженной выборки 

Cardiotocography, аугментация позволяет существенно увеличить точность прогноза, а для 

полностью заполненной выборки, увеличение точности прогноза умеренное. 

7. Заключение 

Задача обучения на некомплектной выборке сформулирована в рамках теории ВПК-

обучения. Исследована ВПК-обучаемость задачи обучения на некомплектной выборке. Был 

оценен рост VC-размерности выборки при восстановлении пропущенных значений 

фиксированным значением из конечного ограниченного множества. Доказано, что 

требуемый размер выборки для ВПК-обучения с фиксированной точностью, растет 

логарифмически медленно с ростом размера этого множества. Было доказано, что при 

заполнении пропущенных значений элементами сетки, требуемый размер выборки 𝑚(𝜖, 𝛿) 

для обучения с заданной точностью 𝜖 с вероятностью не менее 1 − 𝛿, увеличится 

незначительно по сравнению со случаем полностью заполненной выборки. 

Для разреженной выборки breast cancer Wisconsin, сравнивалась точность классификации при 

восстановлении пропущенных значений методом MICE цепных уравнений и при обучении 

модели машинного обучения CatBoost на некомплектной выборке. Восстановление 

пропущенных значений позволило существенно увеличить точность прогноза. 
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Таблица 2. Сравнение методов аугментации выборки со случаем отсутствия аугментации. 

Table 2. Comparison of augmentation methods with the case of no augmentation. 

Название 
выборки 

Доля 
пропущенных 

значений 

ML- 

модель 

Метод 

восстановления 

пропущенных 
значений 

Сбалансиро-

ванная 

точность без 
аугментации 

Лучшая 

сбалансиро-
ванная 

точность с 
аугментацией 

Лучший 
метод 

аугментации 

Приближение 
точности к 

оптимальной 

Prodromal 
PD 

23.7% SVM 

Восстановление 
пропущенных 

значений 
средним 

0.765 0.825 

сэмплиро-

вание с 
удалением 

25.6% 

Acute 
Leukemia 

0% SVM 

Восстановление 
пропущенных 

значений 
средним 

0.861 0.933 

случайное 

сэмплиро-
вание 

52.1% 

Acute 

Leukemia 
40% SVM 

Восстановление 
пропущенных 

значений 
средним 

0.825 0.875 

сэмплиро-

вание с 
удалением 

28.7% 

PPMI 3.8% 
gradient 
boosting 

MICE 0.661 0.667 
сэмплиро-
вание без 
удаления 

1.5% 

MNIST 0% CatBoost 

Восстановление 

пропущенных 
значений 
средним 

0.925 0.926 

сэмплиро-

вание без 
удаления 

1.3% 

EyeState 0% 
gradient 
boosting 

MICE 0.922 0.924 SMOTE 2.9% 

EyeState 40% 
gradient 

boosting 
MICE 0.879 0.891 SMOTE 10.1% 

Breast 

Cancer 
Wisconsin 

0% 
gradient 

boosting 
MICE 0.944 0.961 mixup 30.1% 

Breast 

Cancer 
Wisconsin 

30% 
gradient 
boosting 

MICE 0.926 0.954 SMOTE 38.2% 

Cardiotoco
graphy 

0% 
gradient 
boosting 

MICE 0.978 0.982 SMOTE 18.9% 

Cardiotoco

graphy 
40% 

gradient 

boosting 
MICE 0.944 0.966 mixup 39.5% 

Аугментация и балансировка позволяют увеличить точность прогноза для всех 4 

рассмотренных некомплектных средних и больших выборок, содержащих более 500 

объектов. Тогда как только для 2 из 4 полностью заполненных выборок размера более 500: 

breast cancer Wisconsin и cardiotocography, аугментация позволяет увеличить точность 

классификации. Наибольшее увеличение точности аугментация позволяет достигнуть для 

некомплектной выборки. Отсюда можно сделать вывод о том, что аугментацию 

целесообразно использовать при обучении на некомплектной выборке. 
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Приложение 1. Элементы теории ВПК-обучения 

Приведем, следуя работе [17] Вапника и Червоненкиса, определение агностически ВПК-

обучаемого множества гипотез ℋ. Пусть 𝑋 – пространство признаков, а 𝑌 – пространство 

ответов. Предположим, что объекты выборки (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), независимы в совокупности и 

распределены согласно вероятностному распределению 𝐷 для всех 𝑖. Пусть 𝑙: 𝑌 × 𝑌 → ℝ – 

функция, с помощью которой строим функцию потерь. Наиболее распространенным 

вариантом 𝑙, соответствующим функции потерь 𝑎𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦, является (характеристическая) 

функция, принимающая на вход две переменных, и равная 1 в случае их равенства и 0 иначе. 

Определим функцию потерь 𝐿𝐷 для гипотезы ℎ ∈ ℋ следующим образом: 𝐿𝐷(ℎ) =
𝐸(𝑥,𝑦)∼𝐷(𝑙(ℎ(𝑥), 𝑦)) . Определим функцию потерь по множеству гитотез 𝐿𝐷(ℋ) как 

𝑖𝑛𝑓 {𝐿𝐷(ℎ): ℎ ∈ ℋ}. Данную величину будем называть ошибкой аппроксимации множества 

гипотез ℋ по распределению 𝐷. 

Определение 1 (Агностическое ВПК обучение, Вапник и Червоненкис [17, 40]; Хаусслер [41]). 

Пусть 𝑋 и 𝑌 – пространства признаков и ответов соответственно. Пусть ℋ: 𝑋 → 𝑌 – 

множество гипотез. Тогда называем алгоритм 𝐴 агностическим ВПК-обучателем для 

множества ℋ тогда и только тогда, когда существует функция сложности 𝑚: (0,1)2 → ℤ+, 

такая, что для каждой пары параметров 𝜖, 𝛿 ∈ (0,1), для каждого распределения 𝐷 над 𝑋 × 𝑌, 



Lazarev D.O., Shokurov A.V., Fomin S.A. Data augmentation for machine learning on missing data. Trudy ISP RAN/Proc. ISP RAS, vol. 38, 

issue 1, 2026. pp. 93-112. 

112 

существует 𝑚(𝜖, 𝛿) ∈ ℤ+, такое, что для выборки 𝑆𝑚 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)𝑖=1
𝑚 }: (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) ∼ 𝐷   ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 

размера 𝑚, состоящей из 𝑚 независимых в совокупности объектов 𝑥𝑖 и ответов 𝑦𝑖 , случайно 

выбранных согласно распределению 𝐷, алгоритм 𝐴, получив выборку 𝑆𝑚, с вероятностью не 

менее 1 − 𝛿, возвращает такую гипотезу ℎ ∈ ℋ, для которой выполняется: 

𝐿𝐷(ℎ)  ≤ 𝐿𝐷(ℋ) + 𝜖. 

Задача ВПК обучения является частным случаем агностического ВПК обучения, в котором 

существует оптимальная гипотеза ℎ ∈ ℋ, для которой ℎ(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖  ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. 

Если для множества гипотез ℋ существует агностический ВПК-обучатель, то множество 

гипотез ℋ называем агностически ВПК-обучаемым. 

Определение агностической ВПК-обучаемости из работы [41] требует также 

полиномиальности вычислительной сложности алгоритма 𝐴 от 𝜖 и 𝑙𝑜𝑔 (1/𝛿). Однако данный 

аспект мы не будем рассматривать в настоящей работе. 

Дадим определение размерности Вапника-Червоненкиса, или VC-размерности для класса 

функций, тесно связанное с ВПК-обучаемостью. 

Определение 2 (Разбиение множества классом функций). Пусть ℋ – класс 

характеристических функций ℎ: 𝑋 → {0,1}. Класс функций ℋ разбивает множество 𝑆 ⊆ 𝑋, 

если для каждого подмножества 𝑆′ ⊆ 𝑆, существует такая функция ℎ′ ∈ ℋ, которая 

принимает единичные значения на 𝑆′ и нулевые на 𝑆\𝑆′. 

Определение 3 (VC-размерность). Пусть ℋ – класс функций ℎ: 𝑋 → {0,1}. VC-размерность 

ℋ – наибольший размер подмножества 𝑆 ⊆ 𝑋, который разбивается классом ℋ. Обозначаем 

VC-размерность класса ℋ как 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ). 

В [42] была доказана фундаментальная теорема ВПК обучения, утверждающая, в частности, 

что множество гипотез ℋ, отображающих множество 𝑋 в {0,1}, агностически ВПК-обучаемо 

тогда и только тогда, когда 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ) < +∞. 

Определение 4 (Функция роста). 𝜏ℋ: ℕ → ℕ – функция роста для множества гипотез ℋ, 

содержащего характеристические функции ℎ: 𝑋 → {0,1}, если и только если 𝜏ℋ(𝑚) – 

максимальное по всем множествам 𝐴 ⊆ 𝑋 размера 𝑚 число способов, которыми множество 

гипотез ℋ может разделить 𝐴 на 2 подмножества (одно 𝐴0
ℎ– переводится функцией ℎ ∈ ℋ в 

0, 𝐴1
ℎ переводится в 1). 

В частности, при 𝑚 ≤ 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ), функция роста составляет 𝜏ℋ(𝑚) = 2𝑚. 

При доказательстве фундаментальной теоремы ВПК обучения, а также при доказательстве 

полученных в настоящей работе результатов, используется следующая лемма [42]: 

Лемма Зауэра-Шелаха. Пусть ℋ – множество гипотез ℎ: 𝑋 → {0,1}. Пусть 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ) < +∞. 

Тогда, выполняется следующее ограничение сверху на функцию роста 𝜏ℋ(𝑚) для класса ℋ: 

𝜏ℋ(𝑚) ≤ ∑ (
𝑚
𝑖

)
𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ)
𝑖=0 ≤ (

𝑒𝑚

𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ)
)𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ)   ∀𝑚 > 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ). 

Приложение 2. Доказательство леммы 1 

Утверждение 1 леммы очевидно ввиду детерминированного заполнения пропущенных 

значений признаков единственным значением соответствующего признака точки 𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙 . 

Докажем утверждение 2 леммы. Рассмотрим функцию роста 𝜏ℋ′ для множества ℋ′ =
ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Пусть ℋ𝑗 ′ = ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑗) – т.е. множество гипотез ℋ, определенных на 

некомплектной выборке после ее заполнения единственным значением 𝑥𝑓𝑖𝑙𝑙
𝑗

∈ 𝑋𝑓𝑖𝑙𝑙 . Тогда 

ℋ′ = ∪𝑗=1
𝑘 ℋ𝑗 ′, стало быть, выполняется соотношение 𝜏ℋ′(𝑚) ≤ ∑ 𝜏ℋ𝑗′(𝑚)𝑘

𝑗=1  ∀𝑚 ∈ ℕ. 

Рассмотрим 𝑚′ = 2𝑑 𝑙𝑜𝑔
2

(𝑘1/𝑑 + 31), где 𝑑 = 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ). Т.к. 𝑚′ > 𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ), то, по 

лемме Зауэра-Шелаха, выполняется, 𝜏ℋ𝑗′(𝑚′) ≤ (
𝑒𝑚

𝑑
)𝑑. Таким образом, 𝜏ℋ′(𝑚′) ≤ 𝑘(

𝑒𝑚′

𝑑
)𝑑. 
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Докажем, что 𝜏ℋ′(𝑚′) < 2𝑚′. Отсюда будет следовать требуемое утверждение о том, что 

𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)) ≤ 𝑚’. 

𝜏ℋ′(𝑚′)

2𝑚′ ≤
𝑘(

𝑒𝑚′

𝑑
)𝑑

2𝑚′ . Таким образом, для получения требуемой оценки сверху на 

𝑉𝐶𝑑𝑖𝑚(ℋ′(ℋ, 𝐶𝐹𝑖𝑙𝑙𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)), достаточно доказать, что 

𝑘(
𝑒𝑚′

𝑑
)𝑑 < 2𝑚′ для выбранных значений 𝑚′ и 𝑑. 

𝑘(
𝑒𝑚′

𝑑
)𝑑 < 2𝑚′ ⇔  𝑘1/𝑑 𝑒𝑚′

𝑑
< 2𝑚′/𝑑. Подставив 

𝑚′

𝑑
= 2 𝑙𝑜𝑔

2
(𝑘1/𝑑 + 31), получим  𝑘1/𝑑2𝑒

𝑙𝑜𝑔
2

(𝑘1/𝑑 + 31) < 22𝑙𝑜𝑔2(𝑘1/𝑑+31) = (𝑘1/𝑑 + 31)2. 

Последнее неравенство верно как следствие двух неравенств: 

1. 𝑘1/𝑑 < 𝑘1/𝑑 + 31 

2. 2𝑒 𝑙𝑜𝑔
2

𝑥 − 𝑥 < 0 при 𝑥 ≥ 32, где за 𝑥 обозначили 𝑘1/𝑑 + 31. Для доказательство 

неравенства заметим, во-первых, его истинность при 𝑥 = 32, и, во-вторых, что 

производная непрерывно дифференцируемой при 𝑥 > 0 функции в левой части 

составляет (2𝑒 𝑙𝑜𝑔
2

𝑥 − 𝑥)′𝑥 =
2𝑒

𝑥𝑙𝑛2
− 1 < 0 при 𝑥 > 8 >

2𝑒

𝑙𝑛2
  ⎕ 
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